
 אינוולוציה של דזארג 
,𝐴נתונות נקודות  (:)אינוולוציה של דזארג  1  משפט  𝐵, 𝐶, 𝐷  לא על ישר(  3)אף

 𝑓(𝑋), נקודה 𝑙על   𝑋שלא עובר דרך אף אחת מהן. בהינתן נקודה  𝑙וישר  

 𝑓. אזי ההעתקה  𝑙עם   𝐴𝐵𝐶𝐷𝑋מוגדרת להיות החיתוך השני של השניונית  

𝑓(𝑓(𝑋)) -פרוייקטיבית )אינוולוציה  האינוולוציהינה  = 𝑋 .) 

𝐴𝐵בנוסף, אם   ∩ 𝑙 = 𝑇, 𝐶𝐷 ∩ 𝑙 = 𝑆   אז𝑓   מחליפה בין𝑇 ל-𝑆 . 

,𝑙1נתונים ישרים  )אינוולוציה דואלית(:  2  משפט  𝑙2, 𝑙3, 𝑙4  לא נפגשים  3)אף

 𝑃 ,𝑔(𝑙)דרך   𝑙 שלא נמצאת על אף אחד מהם. בהינתן ישר 𝑃ונקודה  בנקודה(

,𝑙1לשניונית שמשיקה לישרים  𝑃-מוגדרת להיות המשיק השני מ 𝑙2, 𝑙3, 𝑙4, 𝑙 .

 .𝑃על ישרים דרך   הינה אינוולוציה פרוייקטיבית 𝑔אזי ההעתקה  

𝑙1בנוסף, אם   ∩ 𝑙2 = 𝑈, 𝑙3 ∩ 𝑙4 = 𝑉   אז𝑔  מחליפה בין הישרים𝑃𝑈, 𝑃𝑉 . 

או שני ישרים  1ייתכנו ניוונים כגון שתי נקודות שמתלכדות במשפט  הערה:
 . נסו להבין מה המשפטים אומרים במקרים אלו. 2שמתלכדים במשפט 

,𝑃ונקודות  𝐵𝐴𝐶∠נתונה זווית  )למת ההצמדה(: דוגמא  𝑄 כך 

𝐵𝐴𝑃∠ -ש = ∠𝑄𝐴𝐶  החיתוך של .𝐵𝑃, 𝐶𝑄  יסומן𝑋 והחיתוך של ,𝐵𝑄, 𝐶𝑃 

𝐵𝐴𝑋∠. אזי 𝑌יסומן   = ∠𝑌𝐴𝐶 . 

עליו. אזי האינוולוציה הינה   𝑓ייקטיבית וואינוולוציה פר 𝑙נתון ישר   :3משפט  

 )האינוורסיה יכולה להיות שלילית(.  𝑙או שיקוף ביחס לנקודה על  אינוורסיה

 

 𝐴𝐷והחיתוך של  𝐸- ב יסומן 𝐶𝐷עם   𝐴𝐵. החיתוך של 𝐴𝐵𝐶𝐷נתון מרובע . 1

,𝐴𝐶. הוכיחו כי למעגלים עם קטרים 𝐹- ביסומן  𝐵𝐶עם   𝐵𝐷, 𝐸𝐹  יש שתי
 נקודות משותפות. 

,𝐴𝐶, האלכסונים 𝐴𝐵𝐶𝐷במרובע חסום . 2 𝐵𝐷  נחתכים ב-𝐸  מעגל שמשיק .

,𝐵𝐸לקטעים   𝐶𝐸  בנקודות𝑀,𝑁   בהתאמה חותך את המעגל החוסם של

𝐴𝐵𝐶𝐷  בנקודות𝑃, 𝑄  הישר .𝑀𝑁   חותך את𝐵𝐶, 𝐴𝐷 ב -𝑋, 𝑌   בהתאמה. הוכיחו

 . חסום במעגל 𝑃𝑄𝑋𝑌כי 

מחוץ למרובע מקיימת   𝑃. נקודה  𝐼חוסם מעגל שמרכזו   𝐴𝐵𝐶𝐷מרובע  . 3

,𝐴𝑃𝐶∠שלזוויות   𝐵𝑃𝐷   יש חוצה זווית משותף. הוכיחו כי חוצה הזווית הזה

 .𝐼עובר דרך  



,𝑃נבחרו נקודות  𝐵𝐴𝐶∠בתוך זווית . 4 𝑄 כך ש-  ∠𝐵𝐴𝑃 = ∠𝑄𝐴𝐶 . עקבי

,𝑄  -האנכים מ 𝑃   לישרים𝐴𝐵, 𝐴𝐶   יסומנו𝐷, 𝐸 בהתאמה. האנכים מ -𝑃, 𝑄 

,𝐴𝐵לישרים  𝐴𝐶 נחתכים ב-𝑈 ישרים .𝐷𝑃, 𝑄𝐸 נחתכים ב-𝑉  הוכיחו כי .𝐴𝑈𝑉 
 ישר.

המשיקים המשותפים של המעגל החוסם והמעגל החסום  𝐴𝐵𝐶במשולש . 5

,𝑃בנקודות  𝐵𝐶  נחתכים עם 𝐴מבחוץ מול   𝑄  הוכיחו כי .∠𝑃𝐴𝐵 = ∠𝐶𝐴𝑄 . 

,𝐴𝐶𝐷המעגלים החסומים במשולשים   𝐴𝐵𝐶𝐷במרובע . 6 𝐵𝐶𝐷   יסומנו𝜔1, 𝜔2 

,𝑂1בהתאמה, ומרכזיהם יסומנו   𝑂2 המשיק המשותף החיצוני של .𝜔1, 𝜔2 

,𝐾משיק למעגלים בנקודות   𝐶𝐷-ששונה מ 𝐿  בהתאמה. הוכיחו כי𝐴𝐾,𝐵𝐿 

 .𝑂1𝑂2נחתכים על  

נבחרה  𝐵𝐴𝐷המעגל  . על 𝐵𝐴𝐶∠ של זוויתההוא חוצה  𝐴𝐵𝐶 ,𝐴𝐷במשולש  .7

,𝑃-כך ש 𝑄נבחרה נקודה  𝐶𝐴𝐷ועל המעגל   𝑃נקודה  𝑄   נמצואות מצדדים

נפגשים על   𝑄-ב 𝐶𝐴𝐷-והמשיק ל 𝑃- ב 𝐵𝐴𝐷-ושהמשיק ל 𝐴𝐷שונים של הישר 

𝐴𝐷 .  הישרים𝐶𝑃, 𝐵𝑄 נקודה נפגשים ב𝐾 דרך  . הישר שעובר𝐾 ומקביל ל -𝐵𝐶 

,𝐷𝑃חותך את הישרים   𝐷𝑄, 𝐷𝐴  בנקודות𝑋, 𝑌, 𝑍  .בהתאמה 

𝑋𝐾הוכיחו כי   = 𝑍𝑌 . 

,𝐵 -המשיקים מ 𝐴𝐵𝐶במשולש . 8 𝐶 למעגל החוסם נפגשים ב -𝑃 חוצה הזווית .

,𝑌. נקודות  𝑋בנקודה  𝐵𝐶חותך את   𝐴-החיצוני מ 𝑍  נבחרו על𝐵𝑃, 𝐶𝑃 

,𝐴𝐵𝑌מעגלים  ישר.  𝑋𝑌𝑍  -בהתאמה כך ש 𝐴𝐶𝑍 נחתכים שנית ב-𝑁 הוכיחו כי .

 .𝑌𝑁𝑍∠חוצה את זווית   𝑁𝑃הישר 

,𝐴נקודות   יהיו. 9 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹 שלמשולשים נתון   .על אליפסה שאינה מעגל

𝐴𝐵𝐶, 𝐷𝐸𝐹  מפגש גבהים משותף𝐻 הוכיחו כי .𝐻  נמצא על הציר הרדיקלי של

,𝐴𝐵𝐶המעגלים החוסמים של  𝐷𝐸𝐹. 

,𝐴. נתונות נקודות  10 𝐵, 𝐶  על ישר𝑙  בסדר זה. מעגלים𝜔1, 𝜔2, 𝜔3   משיקים

,𝐴בנקודות  𝑙-ל 𝐵, 𝐶   בהתאמה וגם𝜔1, 𝜔3 משיקים ל-𝜔2 המשיק החיצוני .

,𝜔1המשותף של  𝜔3  שאינו𝐴𝐶    חותך את𝜔2  בנקודות𝑋, 𝑌  הנקודה הנגדית .

,𝑋𝑍משיק לישרים  𝐴𝐶. הוכיחו כי המעגל עם קוטר  𝑍תסומן  𝜔2על  𝐵-ל 𝑌𝑍. 

,𝑃ונקודות  𝐴𝐵𝐶𝐷נתון מרובע .  11 𝑄, 𝑅, 𝑆   על הצלעות𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷, 𝐷𝐴 .

. נתון כי המרובעים  𝑂- יסומן ב 𝑃𝑅,𝑄𝑆החיתוך של  

𝐴𝑃𝑂𝑆, 𝐵𝑄𝑂𝑃, 𝐶𝑅𝑂𝑄, 𝐷𝑆𝑂𝑅  חוסמים מעגל. הוכיחו כי הישרים𝑃𝑄, 𝑅𝑆 

 .𝐴𝐶נחתכים על  


