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   שוויונים להוכחת אי   uvwשיטה 

 

  

  להקטין מספר משתנים מהות השיטה היא .  של שלושה משתנים)  ציקלית ( פונקציה סימטרית    fיהי 

),,(0באי שוויון  ≥cbaf  שוויון לחקירת פונקציה של משתנה אחד בלבדההכרעת הוכחת אי את ולהעביר .  

ucba: לא שליליים ונסמן מספרים c -ו  b ,a יהי  3=++ ,23vbcacab =++ ,3
wabc =.  

  .uvwהדרך כל עוד אנו נשתמש בשיטה תנו כל ילווה אור שאעתה נרשום את דף הנוסחאות 

  

)1(22222 69 vucba −=++  

)2 (323333 32727 wuvucba +−=++ 

)3 (∑ −=+
cyc

wuvbaba
3222 39)(  

)4 (34224444 121810881 uwvvuucba ++−=++  

)5 (∑ −−=+
cyc

uwvvucaba
342233 31827)(  

)6 (34222222 69 uwvcbcaba −=++  

)7 (32324235555 1545135405243 wvwuuvvuucba −++−=++  

)8 (∑ +−−=+
cyc

wvwuuvvucaba
323242344 1598181)(  

)9 (∑ −−=+
cyc

wvwuuvcaba
323242323 31827)(  

)10 (63233642246666 3108162547291458729 wwuvwuvvuvuucba +−+−+−=++  

)11 (∑ −+−+−=+
cyc

wwuvwuvvuvucaba
632336422455 3632754324243)(  

)12 (∑ −+−−=+
cyc

wwuvwuvvucaba
632336422424 336545481)(  

)13(632334 32727 wwuvwubca
cyc

+−=∑  

)14 (632633 32727 wwuvvba
cyc

+−=∑  

)15 (∑ −=+
cyc

wwuvbcacba
6322323 39)(  

)16 (∑ =−+−−=−−−
sym

cbacbabcababacbcaba )2()()()( 2222343324222  

                                                   )6443(27 63233642 wwuvwuvvu −+−−=  

)17 (∏ −−=++
cyc

wuvvubaba )3(27)( 3364222   

  

                                                                   

                                                                   - 1  -  
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)18 (∑ +−=++++
cyc

vvuucacababa )33(27))(( 42242222  

)19 ())()(()( 22
cbcabacaba

cyc

−−−=−∑  

)20 (∑ −−−=−
cyc

cbcabaucaba ))()((3)( 33  

)21 (   

)22 (∑ −−−=−
cyc

cbcabavcaba ))()((3)( 22323  

)23 (∑ −−−+−=−
cyc

cbcabawuvucaba ))()()(1827()( 32355  

)24 (∑ −−−−=−
cyc

cbcabawuvcaba ))()()(9()( 322424  

  .1דוגמא 

b ,a ו - с 3 -כאלה ש  מספרים לא שליליים=++ bcacab  . הוכח כי 

 

27)2)(2)(2( ≥+++ accbba   (*)  

M.Rozenberg, 2007)(   

 

  הוכחה

 

ucbaנניח כי  3=++ ,23vbcacab =++  )0≥v  (3
wabc tvu -ו = =. 

∑                                                                      לכן  ⇔≥++⇔
cyc

vabccaba
322 27)342((*)  

                                            ∑ ∑ ⇔−≥−++⇔
cyc cyc

cabavcabaw )(27)(39 223223  

                                                                     .))()(()(27 32 cbcabavuv −−−≥−⇔  

vu -כיוון ש ))()((0נשאר לבדוק מה קורה כאשר  , ≤ ≥−−− cbcaba.  

      :  נקבל)  16( - בהשתמש ב  ואז 

                              ⇔−+−−≥−⇔ )6443(27)(729 63233642232 wwuvwuvvuvuv (*)  

                                             . 0315424)23(2 65423326 ≥+−+−−⇔ vuvvuwuuvw  

0315424 -כיוון ש 6542 ≥+− vuvvu , 023כאשר נשאר לבדוק מה קורה 32 ≥− uuv   

5.11נשאר להוכיח את אי השוויון שלנו במקרה , כלומר ≤≤ t.  

)23()315424(0לכן נשאר להיווכח כי  6542232 ≤+−−− vuvvuuuv.  

−−−+≥⇔                                          אבל                0)315424()23( 6542232 vuvvuuuv                                                                            

,                         0)31884()1(0315415124 342246 ≤−−+−⇔≤−+−−⇔ tttttttt      

5.11שזה פסוק אמת עבור  ≤≤ t  .אי השוויון מוכח, לומרכ .  
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))()(()1(3המכסימלי עבורו אי השוויון   k - ה , דרך אגב  +≥+++ kkackcbkba  מתקיים  

++=3  - לא שליליים כאלה ש c - ו b ,a עבור כל  bcacab הוא  

                                  ...333698853.2
2

412218243 333

== −+−k  

)73)(73)(73(1000אי שוויוןואנו מקבלים  ≥+++ accbba מתקיים עם אותם אילוציםש .  

  

  .2דוגמא 

  :מתקיים c - ו b ,a הוכח כי עבור כל  

       ))()()((6))(( 222222 cbcabacbabcacabcbacba −−−++≥−−−++++  (*)  

                  (M.Rozenberg, 2007)  

  הוכחה                                                                     

ucbaנניח כי  3=++ ,23vbcacab   , )הוא מספר מדומה  v - יכול להיות ש(  ++=
3

wabc 22 -ו =
tvu =.  

))()()((0אפשר להניח גם כן כי  ≥−−−++ cbcabacba מתקייםן ושוויאי ה ,אחרת .  

  :מקבלים) 16( -ו) 1(לכן בהשתמש בנוסחאות 

⇔−+−−⋅⋅≥−−⇔ )6443(2796)99()69( 632336422222222 wwuvwuvvuuvuvu(*)  

              041231309)23(42 86244268332262 ≥+−+−+−−⇔ vvuvuvuuwuuvwu  

4)23(2)41231309(0נשאר להוכיח כי, כלומר 8624426826222 ≤+−+−−− vvuvuvuuuuuv.  

08אבל  ≥v   ולכן ⇔≤+−+−−− 0)41231309(2)23(4 8624426826222 vvuvuvuuuuuv                                                     

.                                       0)1()2(0)412136( 2222342 ≥−−⇔≥+−+−⇔ ttuttttu 

  .הוכחנו את אי השוויון

cbaהשוויון מושג כאשר  36כאשר , למשלו == −=a ,6=b 36 - ו +=c. 

 

)()()(0 -כיוון ש 222 ≥−−− cbcaba   עבור כל b ,a ו- c  נותן) 16(ממשיים אזי השוויון  

  )25 (32232332232 )(223)(223 vuuuvwvuuuv −+−≤≤−−− .  

  ,סימטריים עוזר בהוכחת אי שוויונים) 25(איך אי השוויון  אחת אך מאד אופיינית ומראה  דוגמאות אביא

cbaבהם השוויון מושג לא רק כאשר  ==.  

  

  . 3דוגמא 

   b ,a ו - c 3 - מספרים חיוביים כאלה ש=++ cba . הוכח כי  

2194 ≥+







++ abc

a

bc

b

ac

c

ab
  (*)  

        )nguoivn, 2009 (  

  הוכחה

ucbaנניח כי  3=++ ,23vbcacab =++  ,3
wabc 22 -ו =

tvu =.  

⇔−+≤⇔                              נקבל ) 6( - בהשתמש בו t≤1אז  3634 219)69(4 wwuwv(*)  
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    .04573)23(4 42336336234 ≥+−⇔≥+−⇔ vuwuwwuwuuwv  

לכן נשאר להוכיח כי 
2

16255 4263
3 vuuu

w
−−

≤.  

322323נותן ) 25(אבל    )(223 vuuuvw −+−≤ .  

  

לכן נשאר להוכיח כי 
2

16255
)(223

4263
32232 vuuu

vuuuv
−−

≤−+−.  

                   אבל                           

⇔
−−

≤−+−
2

16255
)(223

4263
32232 vuuu

vuuuv                                                    

                                           ⇔−≥
−

−−⇔ 1625
)1(

469 2
3

t
t

t
t 

                                                       ⇔
−

−≥
−

++−⇔
t

t
t

t

t
tt

33
2 )1(

)23(6
)1(4

132714 

                                                                       ⇔
−

−≥
−

+−⇔
t

t
t

t

t
t

1
)23(6

)1(4
1314

2

 

.                                                      0)43()1()23(642118 22 ≥−⇔−−≥+−⇔ tttttt 

 

  . ן מוכחאי השוויו, כלומר

cbaהשוויון מושג כאשר   cbaוכאשר  == 44   . בתמורות ציקליות של האחרוןו ==

  

  

),,(0נגיד אנו צריכים להוכיח כי  ≥cbaf   כאשרf    יחסית לסימטרית ו ממשית היא פונקציה -   b ,a ו- c 

  :ימים שני התנאים הבאיםמשלושה משתנים עבורה מתקי  gקיימת ו

 1 .( )32 ,,),,( wvugcbaf =  

 2 .g    3היא פונקציה קעורה כפונקציה של
w.  

3 מקבלת את הערך המינימלי שלה בקצה של   g אזי 
w .  

3223הם שורשים ממשיים של משוואה  c -ו b ,a   -כיוון ש 33 wxvuxx   אז תחום הערכים −+=

3 של 
w הוא קטע שקצותיו  מתאימים לנקודת המכסימום ולנקודת המינימום של הפונקציה  

  xvuxxxh 223 33)(   .c - ו b ,a אשר מתאימות למקרה שוויון של שני מספרים מתוך    =−+

3 וד ערך קצה של אנו נקבל אולי ע ,נגיד לא שליליים c - ו b ,a מספרים  הבמידה ו
w  

03המתאים למקרה   =w  .  

3 -מונוטונית יחסית ל gאותו שיקול תקף גם לגבי 
w .  

  . הרעיון הפשוט הזה מאפשר לפעמים להוכיח אי שוויונים מאד קשים
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  .  4דוגמא 

b ,a ו - c 1  - יוביים כאלה שח  מספרים=abc . הוכח כי  

10

333

33

cbacba ++
≥

++
  (*)  

  (M.Rozenberg, 2006) 

  הוכחה

  

ucbaיהי  3=++ ,23vbcacab twabc - ו ++= == 3.  

 :                                     מקבלים) 2(  -בהשתמש ב

.0)99()99( 1072310732310 ≤−−+⇔+−≥⇔ uwuvuwwwuvuu (*)  

  .לא שליליים c -ו b ,aולהניח כי  abc=1תנאי הכיוון שקיבלנו אי שוויון הומוגני אפשר לשכוח מ

)(0נשאר להוכיח כי , כלומר ≤tf  103כאשר

7

233

10

)99()( utuvuttf −−+=.  

3סימלי שלה בקצות הערכים של היא פונקציה קמורה ולכן היא מקבלת  את הערך המכ  fאבל 
wt =.  

cbנשאר לבדוק  מה קורה כאשר , זאת אומרת 03וכאשר  = =w.  

03אם  =w    99(0אז אי השוויון( 1072310 ≤−−+ uwuvuw מתקיים טריוויאלית.  

cbאם    : נקבל, ז בחזור לאי השוויון המקוריא =

                             , 
( )

( )
0)(3

21

21

3

2
1

3

2
1

9

914

103
10

3

62

≥⇔≥
+

+
⇔

+

≥

+

⇔ bg
bb

b
b

b
b

b (*)  

)אשר כ ) ( ) 3ln921lnln1421ln10)( 93 −+−−+= bbbbg.  

xbנסמן  אז . 3=
( )( )93

23

9

8

3

2

2121

)79914)(1(2

21

1814

21

60
)('

bbb

xxxx

b

b

bb

b
bg

++

+−−−
=

+
−−

+
=.  

079914קל להראות כי  23 ≥+−− xxx  0עבור>x ולכן  

1min =x , 1(0אשר נותן()( =≥ gbg ואי השוויון מוכח.  

  

  .5דוגמה 

  b ,a ו - c הוכח כי . לא שליליים  

∑ ≥−−−−
cyc

cabacabaa 0)2)(2)()((  

               (V.Cirtoaje) 

  הוכחה

ucbaנניח כי  3=++ ,23vbcacab 3 -ו ++=
wabc =.  

)אזי  ) ∑ −−−−=
cyc

cabacabaawf   . היא פונקציה קווית 3))()(2)(2(

3מקבלת את הערך המינימלי שלה בקצה של  fלכן 
w .  
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03) א =w  . 0נניח כי=c .  

∑אז  ≥+−=−−−−
cyc

babacabacabaa 0)()()2)(2)()(( 4  

cb )ב =.  

∑לכן  ≥−−=−−−−
cyc

babaacabacabaa 0)2()()2)(2)()(( 22  

  ! ואי השוויון מוכח במלואו

  

  .6דוגמא 

  הוכח כי . אורכי צלעות של משולשהם   c -ו b ,a  מספרים 

bcacabaccbba ++
≥

+
+

+
+

+

3

2

1

2

1

2

1
  (*) 

        (Trần Quốc Anh, 2009)   

  הוכחה

bayxיהי  2+=+ ,cbzx aczy - ו +=+2 2+=+.  

אז 
2

3 cba
x

−+
= ,

2

3 acb
y

−+
 -ו =

2

3 bac
z

−+
=,  

9

5 zyx
a

+−
= ,

9

5 xzy
b

+−
 -ו =

9

5 yxz
c

+−
=.  

      -חיוביים ו  z -ו y ,xלכן  

∑ +
≥

+
+

+
+

+
⇔

cyc

xyxzyzxyx )11(

9111

2
 (*)  

++≠0 -לא שליליים כאלה ש  z -ו y ,xעבור  אי השוויון שקיבלנו  הוכחה של ווהתנעתה  xzxyxy.  

uzyxנניח כי  3=++ ,23vxzxyxy 3wxyz -ו ++= = .  

  .נכפיל שני אגפים של אי השוויון האחרון במכנה  משותף ונעביר את כל האיברים לאגף שמאל

3ת של נקבל באגף שמאל פונקציה קווי
w.  

3לכן אגף שמאל יקבל ערך מינימאלי בקצה של 
w ויישאר לבדוק שני מיקרים :  

  .  z=0) ומיקרה ב   y=z=1) א

  

  תרגילים לעבודה עצמית
  

1 . b ,a ו - c הוכח כי . לא שליליים  

38

))()((
3

bcacabcbcaba ++
≥

+++
  

    (Carlson)    

  

2 . b ,a ו - c הוכח כי. ממשיים  

)(233 222222 bcacabcbacba ++≥+++  

F.Shleifer, 1979)   (  
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3 . b ,a ו - c הוכח כי . לא שליליים  

)(2
)(3

222

3
222

bcacab
cba

abcbcacab
cba ++≥

++

++
+++  

         M.Rozenberg, 2009)( 

 

 

4 . b ,a ו - c 1222 -לא שליליים כאלה ש =++ cba .הוכח כי  

2

9

1

1

1

1

1

1
≤

−
+

−
+

− bcacab
  

     ( V.Cirtoaje, 2005)  

 

  המכסימלי עבורו אי השוויון  k  -מצא את ה. 5

kkbckackab −
≤

−
+

−
+

− 3

9

1

1

1

1

1

1
  

1222 - כאלה ש c - ו b ,aמתקיים עבור כל  =++ cba.  

    M.Rozenberg, 2009)( 

  

6 .b ,a ו - c 3 -מספרים לא שליליים כאלה ש=++ cba .הוכח כי  

bcacabcba ++≥++  

      (Russia, 2002)  

 

7  .b ,a ו - c 3-מספרים לא שליליים כאלה ש=++ cba . הוכח כי  

7 5)( bcacabcba ++≥++  

     M. Rozenberg, 2009)(  

   

8 .b ,a ו - c 3  -מספרים לא שליליים כאלה ש=++ cba .הוכח כי  

( ) )1(34 +++≥++ bcacabcba  

     M.Rozenberg, nguoivn, 2009)(  

  

  המינימלי עבורו אי השוויון  k -מצא את ה. 9

xyzyzxzxyk −≥−−− 1)3(  

3222 -לא שליליים כאלה ש z -ו y ,xמתקיים עבור כל  =++ zyx  

      M.Rozenberg, 2005)(  

  

3222  -כאלה ש  לא שליליים z -ו y ,xהוכח כי עבור כל . 10 =++ zyx מתקיים:  

)(38 yzxzxyxyz ++≥+  
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11 .b ,a ו - c 3 -מספרים לא שליליים כאלה ש=++ bcacab . הוכח כי  

2

3

1

1

1

1

1

1
222

≥
+

+
+

+
+ cba

  

       (V.Cirtoaje, 2004)  

  

12 .b ,a ו - c 3  -מספרים לא שליליים כאלה ש=++ bcacab . כי הוכח 

5

3

32

1

32

1

32

1
333

≥
+

+
+

+
+ cba

 

      M.Rozenberg, 2009)  (  

  

13 .b ,a ו - c 3  -מספרים לא שליליים כאלה ש=++ bcacab .הוכח כי  

8

3

53

1

53

1

53

1
444

≥
+

+
+

+
+ cba

  

      M.Rozenberg, 2009)  (  

    

14 . b ,a ו - c הוכח כי .  מספרים לא שליליים  

)(24))()()(( 2222 cbaabccbacbcaba ++≥+++++ 

      (T.Sloyan, 2005) 

 

  ממשיים מתקיים r -ו y ,x ,zהוכח כי עבור כל . 15

∑ ≥−+++++−
cyc

yzxryxrrzxyxrx 0))1()1())(1(( 2222334  

      (V.Cirtoaje, 2006) 

 

16 .b ,a ו - c 3 -מספרים לא שליליים כאלה ש=++ bcacab .הוכח כי  

16

333

33

cbacba ++
≥

++
  

       M. Rozenberg, 2006)  ( 

 

17 .b ,a ו - c 3 -מספרים לא שליליים כאלה ש=++ bcacab . הוכח כי  

29

444

33

cbacba ++
≥

++
  

        M.Rozenberg, 2006)    (  

  

18 .b ,a ו - c 1 -מספרים חיוביים כאלה ש=abc . הוכח כי  

)(16)(15222 cbabcacabcba ++≥+++++  

       M.Rozenberg, 2006)(  
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19 .b ,a ו - c הוכח כי . מספרים לא שליליים  

)(12)( 4444445 bcaccbabcabacba +++++≥++  

        (V.Cirtoaje, 2005) 

 

20 .b ,a ו - c 3 -מספרים חיוביים כאלה ש
111

=++
cba

 הוכח כי . 

                        171)(12)( 4444445 ++++++≥++ bcaccbabcabacba 

        M.Rozenberg, 2009)   ( 

 

21 . b ,a ו - c 3 - מספרים חיוביים כאלה ש=++ cba . הוכח כי 

222

222

111
cba

cba
++≥++  

         (Romania, 2006)  

  

22 . b ,a ו - c 3222 - מספרים חיוביים כאלה ש =++ cba .  

 18
3

)(5 ≥+++
abc

cba  

(V.Cirtoaje, 2006)          

 

23 .   b ,a ו - c הוכח כי. שליליים מספרים לא  

abccbacba )(81)( 2225 ++≥++  

         (V.Cirtoaje, 2005) 

  

24    . b ,a ו - c 0222  -מספרים ממשיים כאלה ש ≠++ cba . הוכח כי        

5

3

333 222222222
≤

++
+

++
+

++ acb

bc

bca

ac

cba

ab
  

         (V.Cirtoaje, Pham Kim Hang, 2005) 

 

25 .    b ,a ו - c 3 -ה שמספרים חיוביים כאל=++ cba .הוכח כי     

( )222109
111

8 cba
cba

++≥+







++  

     (V.Cirtoaje, 2006)      

  

  עבורו אי השוויון    Mמצא את הערך המינימלי של  . 26

( )2222222222 |)()()(| cbaMaccacbbcbaab ++≤−+−+−  

  . c -ו b ,aמתקיים עבור כל ערכים  

          (IMO, 2006) 

 

-9 -  

  



  

-10 -   

  

  

  עבורו אי השוויון    Mמצא את הערך המכסימלי של .  27

))()((333 cbcabaMcba −−−≥++  

  .לא שליליים c -ו b ,aמתקיים עבור כל ערכים  

  

28  .b ,a ו - c 1 - לא שליליים כאלה ש=++ bcacab . הוכח כי  

2

5111
≥

+
+

+
+

+ cbcaba
  

(Hojoo Lee)      

 

29 . b ,a ו - c 1 - לא שליליים כאלה ש=++ bcacab . הוכח כי   

3
1111

≥
++

+
+

+
+

+
+ cbacbcaba

 

     (Pham Kim Hang, 2007) 

 

30 . b ,a ו - c 1 - לא שליליים כאלה ש=++ bcacab . הוכח כי   

4) א
3111

≥
++

+
+

+
+

+
+ cbacbcaba

   

2) ב
1111

≥
++

−
+

+
+

+
+ cbacbcaba

  

      M.Rozenberg, 2009)  ( 

 

31 .  b ,a ו - c 3 -חיוביים כאלה ש=++ cba . הוכח כי   

7
312

222
≥+

++ abccba
  

      (V.Cirtoaje, 2005)  

  

32 .  b ,a ו - c 1 -חיוביים כאלה ש=abc .הוכח כי  

bcacabcba ++
≥

++
+

118
1  

      M.Rozenberg, 2006)(  

  

33.   b ,a ו - c הוכח כי . מממשיים  

)2)(2)(2()()( 2222222 abcacbbcacbabcacab +++≥++++  

      (V.Cirtoaje, 2006)  

  

34 . b ,a ו - c הוכח כי . לא שליליים  

))()((183 222222666 abcacbbcacbacba −−−≥−++  

        (V.Cirtoaje, 2006)  

  

-10 -  
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35 . b ,a ו - c  1 -כאלה שחיוביים=++ cba .הוכח כי  

abccba 481

25111

+
≥++  

  

36 .b ,a ו - c 3 -מספרים לא שליליים כאלה ש=++ bcacab . הוכח כי  

456)(13 ≥+++ abccba  

         M.Rozenberg, 2006)(  

  

37 .b ,a ו - c 1222 - לא שליליים כאלה ש =++ cba .כי הוכח  

1)32)(32)(32( ≥−−− bcacab  

          (V.Cirtoaje, 2006)  

  

9222  - ממשיים כאלה ש c - ו b ,aהוכח כי עבור כל  . 38 =++ cba מתקיים:  

10)(2 ≤−++ abccba  

  

1222  -ממשיים כאלה ש c -ו b ,aהוכח כי עבור כל  .  . 39 =++ cba מתקיים:  

22 ≤−++ abccba  

  

  :ממשיים מתקיים c -ו b ,aהוכח כי עבור כל  .  . 40
3222222 )())()(( bcacabcbcbcacababa ++≥++++++  

          M.Rozenberg, 2007)( 

  

41 .  b ,a ו - c 0 - לא שליליים כאלה ש≠++ bcacab .הוכח כי  

4

9

)(

1

)(

1

)(

1
)(

222
≥









+
+

+
+

+
++

cbcaba
bcacab  

                (Ji Chen, 1995)  

  

42    . b ,a ו - c 0 -לא שליליים כאלה ש≠++ bcacab .הוכח כי  

2222222 )(

9111

cbacbcbcacababa ++
≥

++
+

++
+

++
  

              (V.Cirtoaje, 2000)  

  

43 .  b ,a ו - c 1 - לא שליליים כאלה ש=++ bcacab . הוכח כי   

6
8111

≥
++

+
+

+
+

+
+ cbacbcaba

 

     (Pham Kim Hang, 2007)  

  

44 . b ,a ו - c לא שליליים ,ucba 3=++ ,23vbcacab =++ )0≥v  (3 - ו
wabc =.  

323הוכח כי עבור כל  +≥k ייםמתק  :vkwku )1( +≥+.  

    M.Rozenberg, 2007)(  

-11 - 
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45  .al  ,bl ו- cl  אורכי חוצי זווית של משולש בעל שטחS   . הוכח כי  

Sllllll cbcaba 33≥++  

      (W.Janous) 

 

46 .  b ,a ו - c 3222 - ים כאלה שלא שלילי =++ cba . הוכח כי   

)(29)(4 333444 cbacbacba +++≤+++++  

         

47 .  b ,a ו - c 0 - לא שליליים כאלה ש≠++ bcacab .הוכח כי  

9

41

)(

))()((12
3

222

≥
++

+++
+

++

++

cba

cbcaba

bcacab

cba
  

        (Pham Huu Duc, 2006) 

 

48 .  b ,a ו - c 3222  -כאלה ש, חיוביים =++ cba .הוכח כי  

9)(2
111

222
≥+++++ bcacab

cba
  

        (Pham Kim Hang, 2007)  

  

49 .b ,a ו - c 3 -מספרים לא שליליים כאלה ש=++ bcacab .הוכח כי  

))()((9)(8 2 cbcabacba +++≥++  

       M.Rozenberg, 2007)(  

  

50  .b ,a ו - c 0 -מספרים לא שליליים כאלה ש≠++ bcacab .  הוכח כי   

bcacabcbaba

c

ca

b

cb

a

−−−++
≥

+
+

+
+

+ )(5

18
222333333

  

       M.Rozenberg, 2007)(  

  

51 . b ,a ו - c הוכח כי . מספרים ממשיים  
22222222 )()())()((3 bcacabcbacbcbcacababa ++++≥++++++  

        M.Rozenberg, 2009)(  

 

52   .b ,a ו - c 3222 -מספרים לא שליליים כאלה ש =++ cba .       הוכח כי  

3232323 ≤++ accbba 

 

53 .    b ,a ו - c 3222 -מספרים לא שליליים כאלה ש =++ cba .      הוכח כי  

4

3

222

222

≥
++

+
++

+
++ bac

c

cab

b

cba

a
  

        M.Rozenberg, 2008)(  
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54  . b ,a ו - c 0 - לא שליליים כאלה ש≠++ bcacab . הוכח כי  

)(2

)(33 222

cba

cba

ba

c

ca

b

cb

a

++

++
≥

+
+

+
+

+
  

        M.Rozenberg, 2008) (  

  

55  . b ,a ו - c 2222)( - לא שליליים כאלה ש bcacabcba   הוכח כי. ++=++

3 23 abccba ≥++  

         M.Rozenberg, 2008) (  

  

56 .b ,a ו - c הוכח כי . מספרים ממשיים  

( )4444444 )(
7

4
)()()( cbacbacbcaba +++++≥+++++  

         (Vo Quoc Ba Can, 2007) 

 

57  . b ,a ו - c 3 - לא שליליים כאלה ש=++ cba .הוכח כי  

( )333555 36 cbacba ++≥+++  

         M.Rozenberg, 2008)(  

  

58 .  b ,a ו - c  הוכח כי . לא שליליים  

)(9))()(( 555333444 cbaabccbacbacba ++≥++++++  

  

59   . b ,a ו - c  הוכח כי . לא שליליים  

)(33))(( 333222
cbaabccbacba ++≥++++  

  

60  .b ,a ו - c הוכח כי . חיוביים  

bcacab

cba

a

c

c

b

b

a

++

++
≥+








++

222

932   

        M.Rozenberg, 2008)(  

  

V. b ,a ו - c הוכח כי . חיוביים  

3

2

222

3 








++

++
≥++

bcacab

cba

a

c

c

b

b

a
 

(Vo Quoc Ba Can, 2007)            
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62.  b ,a ו - c הוכח כי . חיוביים  

5

4

222

6 








++

++
≥

+
+

+
+

+

bcacab

cba

a

cb

b

ca

c

ba
 

        M.Rozenberg, 2008)(  

  

63  .b ,a ו - c הוכח כי . חיוביים  

6
)(15 222

−
++

++
≥++

bcacab

cba

a

c

c

b

b

a
  

        M.Rozenberg, 2008)(  

  

  המכסימלי עבורו אי השוויון  k -הוכח כי ה. 64

k
cba

bcacab
k

a

c

c

b

b

a
+≥

++

++
+++ 3

222
  

2433הוא  , חיוביים c - ו b ,a מתקיים עבור כל     −=k .  

            (Bach Ngoc Thanh Cong, 2007) 

 

65  .a ,b ,c ו-  d נסמן  . לא שלילייםudcba 4=+++ ,26vcdbdbcadacab =+++++      

3  -ו    
wbcdacdabdabc   הוכח כי . +++=

06443 63233642 ≥−+−− wwuvwuvvu  

        M.Rozenberg, 2008)(  

  

66  .a ,b ,c ו-  d 6 -לא שליליים כאלה ש=+++++ cdbdbcadacab . הוכח כי  

22

3333

44

dcbadcba +++
≥

+++
  

        M.Rozenberg, 2008)( 

  

67  .a ,b ,c ו-  d 4 -לא שליליים כאלה ש=+++ bcdacdabdabc . הוכח כי  

13

3333

44

dcbadcba +++
≥

+++
  

        M.Rozenberg, 2009)( 

  

  

68.   b ,a ו - c לא שליליים ,ucba 3=++ ,3333 3pcba =++ ,3
wabc =.  

uwpהוכח כי  752 ≤+  

     (Vo Quoc Ba Can, 2008)     
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69 .b ,a ו - c 1  -חיוביים כאלה ש=abc .מצא את הערך המינימלי של הביטוי:  

222

4)(

cba

cba

++

++
  

         (V.Cirtoaje, 2008) 

 

  

70  . b ,a ו - c 0 - לא שליליים כאלה ש≠++ bcacab . הוכח כי  

abccba

cba

cbcaba 4)(2

)(5111
333

222

+++

++
≥

+
+

+
+

+
  

  

71  . b ,a ו - c 3 - לא שליליים כאלה ש=++ cba . הוכח כי  

9))(( 222 ≤++++ bcacabaccbba  

       (dduclam, 2008) 

  

72  .  . b ,a ו - c הוכח כי . חיוביים  

2

222

)(

)(21
12

cba

cba

a

c

c

b

b

a

++

++
≥+








++  

      (Vo Quoc Ba Can, 2008)    

 

73  . b ,a ו - c 1 - לא שליליים כאלה ש=++ cba 0 -ו≠++ bcacab .הוכח כי  

5
2

27111
≥+

+
+

+
+

+
abc

cbcaba
  

       M.Rozenberg, 2008)(  

  

74 .  b ,a ו - c 3 - יליים כאלה שלא של=++ bcacab .הוכח כי  

5

3

3

1

3

1

3

1
≤

++
+

++
+

++ baccabcba
  

       M.Rozenberg, 2008) (  

  

75 .  b ,a ו - c 3 - לא שליליים כאלה ש=++ bcacab .הוכח כי  

bcacabcba

cba

abc

c

acb

b

bca

a

+++++

++
≥

+
+

+
+

+ )(3

)(6
222222

  

        M.Rozenberg, 2009) ( 

 

76  . b ,a ו - c 3 - לא שליליים כאלה ש=++ bcacab .הוכח כי  

2)(9)               א 222 ≥+++++ accbbacba  

17)(54)      ב 222222 ≥+++++ accbbacba           

M.Rozenberg, 2009)         (  
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77 .b ,a ו - c 3222 -ממשיים כאלה ש =++ cba .הוכח כי  

27)25)(25)(25( ≥−−− cba 

       M.Rozenberg, 2009) (  

  

78 .b ,a ו - c 0222 -ממשיים כאלה ש =++ accbba .הוכח כי  

)(
12

4
3

3
222 bcacabcba ++

−
≥++  

         M.Rozenberg, 2009) (  

  

79  .b ,a ו - c 0333 -ממשיים כאלה ש =++ accbba .הוכח כי  

)(3222 bcacabcba ++≥++  

         M.Rozenberg, 2009) ( 

 

80 .b ,a ו - c הוכח כי . בייםחיו  

)(6

)(19)(37 222222

cba

bcacabcba

a

c

c

b

b

a

++

++−++
≥++  

         M.Rozenberg, 2009) (  

  

81 . 3=++ cba 4 -ו−≥abc .הוכח כי  

abcbcacab 312)(5 +≤++  

          (Bulgaria, 2009) 

 

82 . b ,a ו - c 3 - לא שליליים כאלה ש=++ bcacab .הוכח כי  

5)    א

222

33

accbbacba ++
≥

++
  

11)       ב

333

33

accbbacba ++
≥

++
  

          M.Rozenberg, 2009) (  

  

83  . b ,a ו - c הוכח כי. לא שליליים  

∑ ≥−−−−
cyc

cabacabaa 0)53)(53)()((2  

           (V.Cirtoaje, 2009)  

 

84  . b ,a ו - c הוכח כי . לא שליליים  

∑ ≥+−−
cyc

bacabaa 0)64333310( 22334  

             (V.Cirtoaje, 2009)   
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85 .   b ,a ו - c הוכח כי . לא שליליים  

)(128)( 3535353535358 bcaccbabcabacba +++++≥++  

             M.Rozenberg, 2009) ( 

  

86 . b ,a ו - c 1  -חיוביים כאלה ש=abc .הוכח כי  

)1)(1)(1(81)(8 2224 cbacba +++≥++  

          (Pham Kim Hang, 2009) 

 

87  .y ,x ו- z לא שליליים כאלה ש - 
2

3222 =+++++ yzxzxyzyx . הוכח כי 

zyxxyz ++≥+ )1(2 

 

88  .  b ,a ו - c 1  -חיוביים כאלה ש=abc .הוכח כי  









++++≥+








+++++

cba
cba

cba
cba

111
)(748

111
4

333

333  

  

89. b ,a ו - c 8 - לא שליליים כאלה ש))()(( =+++ cbcaba .הוכח כי  

11)    א

222

33

cbacba ++
≥

++
  

       M.Rozenberg, 2009) (  

   

27)   ב

333

33

cbacba ++
≥

++
  

       M.Rozenberg, V.Nicula, 2006) ( 

 

90.   b ,a ו - c 1  -וביים כאלה שחי=abc .הוכח כי  

17)                                  א

444

33

cbacba ++
≥

++
  

27)                                   ב

555

33

cbacba ++
≥

++
  

8)   ג

333333

63

bcaccbabcabacba +++++
≥

++
  

        M.Rozenberg, 2009) (  

  

91  .b ,a ו - c 3 - לה שלא שליליים כא=++ bcacab . הוכח כי  

11

333333

63

bcaccbabcabacba +++++
≥

++
  

        M.Rozenberg, 2009)(  
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92 .b ,a ו - c 3 - לא שליליים כאלה ש=++ cba . הוכח כי  

1
2

1

2

1

2

1
555555

≥
+

+
+

+
+ cbcaba

  

         (dduclam, 2008) 

  

93  .b ,a ו - c 0 - לא שליליים כאלה ש≠++ bcacab .הוכח כי  

)(3

4

)(3

5111
222222222

cbabcacabcbcbcacababa ++
+

++
≥

++
+

++
+

++
  

        M.Rozenberg, 2009)( 

  

94 .b ,a ו - c הוכח כי . חיוביים  

4

2

222
≥









++

++
+++

cba

bcacab

a

c

c

b

b

a
  

         M.Rozenberg, 2009)( 

 

95 .b ,a ו - c 3 - לא שליליים כאלה ש=++ bcacab . כי הוכח  

8)1)(1)(1( 222 ≥+++ cba  

         M.Rozenberg, 2006)( 

 

96 .b ,a ו - c הוכח כי. לא שליליים  

4) א

333333

5

444444

66

bcaccbabcababcaccbabcaba +++++
≥

+++++
  

3) ב

222222

5

444444

4

2

6

abcbcaccbabcababcaccbabcaba −+++++
≥

+++++
  

         M.Rozenberg, 2009)( 
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