2. נתון פאון קמור וקליפה כדורית שחותכת כל מקצוע של הפאון פעמיים בדיוק. 
כל מקצוע מחולק על ידי נקודות החיתוך עם הקליפה הכדורית לשלושה חלקים שווים. האם בהכרח כל הפאות של הפאון הן:

א. מצולעים חופפים?

ב. מצולעים משוכללים?
תשובות. א. לא. ב. כן.

פתרון. א. ישנן דוגמאות נגדיות רבות, למשל: מנסרה שבסיס שלה מצולע משוכלל, פאות צדדיות מאונכות לבסיסים, וגובה שלה שווה לצלע של בסיס. ניקח את הנקודה O באמצע בין מרכזי הבסיסים. אז O נמצאת באותו מרחק מכל הקודקודים, לכן כל המשולשים שנוצרים על ידי O ושני קודקודים A, B על מקצוע כלשהי הם שווי שוקיים וחופפים. לכן קליפה שמרכזה O ורדיוסה שווה למרחק מ-O לנקודה שמחלקת את AB ביחס 1:2 תחלק כל מקצוע לשלושה חלקים שווים. כל עוד והמצולע שהתחלנו ממנו אינו ריבוע, הפאון אינו משוכלל.
הערה. קיימות עוד דוגמאות, למשל פירמידה עם בסיס ריבועי או מחומשי.

ב. חיתוך בין מישור של פאה לקליפה כדורית הוא מעגל. לכן ניתן לעבור לחשוב על שאלה מישורית: מה ניתן להוכיח על מצולע קמור, שמעגל מחלק כל צלע שלו לשלושה חלקים שווים: האם הוא בהכרח משוכלל? נניח ששלוש קודקודים רציפים של המצולע נקראים A, B, C בסדר זה. מעגל חותך את הצלע AB בנקודות P, Q שמחלקות את AB ל-3 חלקים שווים, באורך a כל אחד, ואת BC בנקודות M, N שמחלקות את BC  ל-3 חלקים שווים, באורך b כל אחד. 
לפי תכונה ידוע של מעגל 
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. לכן כל שני צלעות רצופות של המצולע שוות, ולכן כל צלעותיו שוות, ולכן משולש אינו שווה צלעות. על מנת לבדוק שהמצולע משוכלל, צריך גם לבדוק שגם כל זוויותיו שוות (בכל מקרה חוץ ממשולש). 

נשים לב, שעל המעגל הנתון יש רק שני נקודות במרחק a מנקודה B (הרי שני מעגלים שונים יכולים להיחתך רק בשני נקודות), לכן נקודה B ומספר קובעים באופן חד-משמעי את הזווית B של המצולע. מכיוון שכבר הוכחנו שכל הצלעות שוות, בעצם מרחק מ-B למרכז המעגל קובע באופן חד-משמעי את הזווית B של המצולע. אבל המרחק מ-B ומ-A למרכז המעגל זהה. 

על מנת להבין זאת נתבונן באנך האמצעי של PQ. מרכז המעגל נמצא על הישר הזה, ו-A סימטרי ל-B ביחס לאנך האמצעי, לכן A ו-B נמצאים במרחק זהה ממנו.
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