3. לכל מספר טבעי n, נסמן ע"י O(n) את המחלק האי-זוגי הגדול ביותר של n. נתונים שני מספרים טבעיים x1 = a, x2 = b. נבנה סדרה אינסופית של מספרים טבעיים לפי הנוסחהxn = O(xn-1 + xn-2)   (n = 3, 4, …).
א. הוכיחו כי החל ממקום מסוים, כל האיברים בסדרה מקבלים ערך זהה.

ב. כיצד ניתן לחשב את הערך הזה, אם ידועים a ו-b?

תשובה. ב. מחלק משותף אי-זוגי מקסימלי, במילים אחרות  O(gcd(a,b)), 
כאשר gcd זה המחלק המשותף המקסימלי של שני מספרים.
פתרון. א. החל מ- x3 כל המספרים בסדרה אי-זוגיים. לכן החל מ n = 5 , xn-1 + xn-2 יהיה זוגי, כלומר O(xn-1 + xn-2) ≤ (xn-1 + xn-2)/2, ז. א. כל מספר בסדרה אחרי 4 איברים ראשונים  לא יכול להיות גדול יותר מאשר שני המספרים הקודמים. 
אם שני איברים ברצף שווים, אז המספר הבא שווה להם, ולכן גם כל המספרים בהמשך זהים.

אם xn-1 ≠ xn-2  אז xn  קטן מגדול מבין הם, וכך גם זוג xn  ,xn+1 קטנים יותר ממקסימום של xn-1, xn-2 . מכיוון שבמספרים טבעיים מקסימום לא יכול לרדת אין סוף פעמים, החל מאיזשהו שלב כל האיברים זהים. מש"ל.
ב. אם יש מחלק משותף אי-זוגי D לשני מספרים עוקבים בסדרה, אז הוא מחלק גם של סכומם, לכן הוא מחלק של מספר הבא בסדרה, לכן באינדוקציה הוא מחלק של כל המספרים בסדרה מרגע זה. 
מצד שני, אם יש מחלק אי-זוגי משותף לשני מספרים עוקבים בסדרה: ל- xn-1  ול- O(xn-1 + xn-2), אז הוא גם מחלק של  xn-1 + xn-2 ולכן גם של xn-2, ובאופן דומה באינדוקציה הוא גם מחלק של כל המספרים הקודמים בסדרה. 
לכן מחלק משותף אי-זוגי מקסימלי של כל זוג איברים עוקבים בסדרה נשאר קבוע. קודם ראינו, שברגע מסוים הסדרה תהפוך למספרים אי-זוגיים זהים, ומחלק מקסימלי של מספר אם עצמו זה הוא עצמו, והוא שווה למחלק אי-זוגי מקסימלי בכל זוג של מספרים עוקבים בסדרה, למשל של a ושל b.
