5. מספר ספורטאים התחילו לרוץ בו-זמנית מקצה אחד של מסלול מרוצים ישר. מהירויותיהם שונות אך קבועות. כאשר ספורטאי מגיע לקצה המסלול, הוא מסתובב מיד וחוזר לרוץ בכיוון ההפוך. כעבור זמן מה נמצאו כל הספורטאים באותה נקודה על המסלול. הוכח שמפגשים כאלה יתקיימו גם בעתיד.

פתרון ראשון. בלי הגבלה, ניתן להניח שאורך המסלול הוא בדיוק חצי קילומטר, על מנת לפשט ביטויים. נקרא לקצה ממנו כל הספורטאים מתחילים "התחלה", ולקצה השני "סוף". המונח "הקפה שלמה" יציין ריצה של ק"מ בדיוק, מהתחלת המסלול לסוף, ובחזרה להתחלה. נמקד תחילה את נקודת המבט שלנו בשני ספורטאים בודדים, ונניח שאחרי זמן מסוים הספורטאי הראשון רץ מרחק כולל של x ק"מ, והספורטאי השני רץ y קילומטרים.
טענה

1) שני הספורטאים נמצאים באותה נקודה על המסלול, ורצים באותו כיוון, אם ורק אם y-x הוא מספר שלם.

2) שני הספורטאים נמצאים באותה נקודה על המסלול, ורצים בכיוונים מנוגדים, אם ורק אם x+y הוא מספר שלם.
(הערה: אם הספורטאים נפגשים בדיוק באחד מהקצוות של המסלול, אזי כיוון שהם משנים את כיוון תנועתם שם, הדבר נחשב כאילו שהם נפגשים כאשר הם רצים באותו כיוון וגם בכיוונים מנוגדים.)

הוכחת הטענה

א) שני הספורטאים נמצאים באותה נקודה על המסלול ורצים באותו כיוון, אם ורק אם ההבדל ביניהם הוא רק שאחד הספורטאים סיים מספר הקפות שלמות יותר מהאחר. כל הקפה שלמה מוסיפה קילומטר למרחק הכולל שהספורטאי רץ, ולכן ההבדל ביניהם הוא רק של הקפות שלמות אם ורק אם הפרש המרחקים ששני הספורטאים רצו הוא מספר שלם של קילומטרים, כלומר y-x מספר שלם.

ב) שני הספורטאים נמצאים באותה נקודה על המסלול בכיוונים מנוגדים, אם ורק אם אחד הספורטאים רץ כרגע לכיוון הסוף, והמרחק שהוא עבר מההתחלה מאז סיום ההקפה השלמה האחרונה, שווה למרחק שחסר לספורטאי השני, שרץ כרגע לכיוון ההתחלה, כדי להגיע בחזרה להתחלה ולסיים עוד הקפה שלמה. כאשר נסכם את המרחקים הכוללים שרצו האצנים, נקבל שהסכום מורכב משלושה מחוברים: השניים הראשונים הם מספרים שלמים של קילומטרים, שמייצגים את ההקפות השלמות שביצע כל ספורטאי, והמחובר השלישי הוא סכום המרחקים שהאצנים עברו מאז תחילת ההקפה האחרונה שלהם, אשר כפי שהראנו שווה להקפה שלמה אחת (כלומר קילומטר) אם ורק אם הם נפגשים כשהם רצים בכיוונים מנוגדים, וכיוון שהוא בוודאי גדול מ-0 וקטן משתי הקפות שלמות, הרי שאמנם x+y הוא מספר שלם אם ורק אם הספורטאים נפגשים בכיוונים מנוגדים.
מסקנה מהטענה: שני הספורטאים נמצאים באותה נקודה על המסלול, אם ורק אם y-x מספר שלם או y+x מספר שלם. מכאן נובע, שאם אחרי זמן T הספורטאים נמצאים באותה נקודה, אז גם אחרי זמן nT הם ימצאו באותה נקודה, לכל n טבעי: שכן אם אחרי זמן T הספורטאים עברו מרחקים של x, y ק"מ, אזי כיוון שמהירויותיהם קבועות, אחרי זמן nT הם יעברו מרחקים של nx, ny ק"מ. אם אחרי זמן T הם נמצאו באותה נקודה, אזי x-y או x+y שלמים, ולכן גם n(x-y) או n(x+y) שלמים, ולכן הספורטאים נפגשים גם לאחר זמן nT. 
כעת נשים לב שאם אחרי זמן T כל הספורטאים נפגשים באותה נקודה, כלומר כל שניים נפגשים באותה נקודה, אזי לאחר זמן nT, לכל n טבעי, שוב כל שני ספורטאים יהיו באותה נקודה, כלומר כל הספורטאים יהיו באותה נקודה. לכן אם ברגע מסוים כל הספורטאים היו בנקודה אחת, אזי מפגשים כאלה יחזרו בעתיד, ואף במרווחי זמן קבועים, כנדרש.
פתרון שני. נחשוב תחילה על שאלה דומה על מסלול מעגלי. כל הספורטאים מתחילים לרוץ באותה נקודה אבל לאו דבקה באותו כיוון, במהירויות שונות אבל קבועות, ונפגשים כעבור זמן מה באותה נקודה. אז הם יפגשו באותה נקודה אינסוף פעמים, כי אותו חלק זמן שעבר מהתחלה עד הפגישה הראשונה, כל ספורטאי ישנה את מיקומו באותה זווית לפי כיוון השעון, וכך יקרה גם אחרי שתקופת הזמן באותו תעבור שוב מספר שלם של פעמים.
עכשיו נחזור למסלול ישר. אפשר להניח שבאמצע המסלול יש גדר. אפשר להניח שכל פעם כאשר ספורטאי מגיע לקצה של המסלול, הוא עובר לצד השני של הגדר, אבל במהלך הריצה הם לא יכולים לחצות את הגדר. אז כעבור זמן T כל הספורטאים מגיעים לאותה נקודה של הגדר, אבל אולי מצדדים שונים.
כל ספורטאי היה יכול להתחיל לרוץ באותה מהירות בצד ההפוך של הגדר, ואז הוא היה מגיע כעבור אותו זמן לאותה נקודה של המסלול, אבל בצד השני של הגדר. לכן אפשר להניח ללא הגבלת הכלליות שהם יפגשו באותה נקודה באותו צד של הגדר.

אבל עכשיו בעצם הגענו לשאלה על מסלול מעגלי, שהיא כבר נפתרה מקודם.

