5. ריבוע בעל צלע  cm1 מחולק ל-3 מצולעים קמורים. האם יתכן שהקוטר של כל אחד מבין 3 המצולעים אינו עולה על 

א. cm 1
ב. cm 1.01

ג. cm 1.001

הערה: קוטר של מצולע זה המרחק הגדול ביותר בין קודקודיו.

תשובות א. לא. ב. כן. ג. לא.

פתרון. לשם קיצור, נדלג על יחידות מדידה (cm) בפתרון.

לריבוע יש 4 קודקודים, וכל אחד שייך לאחד משלושה מצולעים, לכן שני קודקודיו שייכים לאותו מצולע, נקרא לו מצולע A. אם הקודקודים האלה נמצאים באלכסון, אז יש מרחק בין נקודות של מצולע בודד שעולה על 
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 וזה סותר את ההנחה של כל 3 הסעיפים. לכן אם סעיף כלשהו יתכן, חייבים להניח שזה שני קודקודים צמודים, A ו-B של ריבוע ABCD, ושאף קודקוד אחר של ריבוע לא שייך למצולע ראשון. 

נפצל את כל האפשרויות לשני מקרים:

מקרה ראשון. קודקודים C, D גם שייכים לאותו מצולע בחלוקה, נקרא לו המצולע השני.

מקרה שני. קודקודים C, D שייכים למצולעים שונים בחלוקה, אפשר להניח בלי הגבלת הכלליות ש-C שייך למצולע שני, D שייך למצולע שלישי.
אנחנו נוכיח, שבמקרה הראשון הקוטר הגדול ביותר הוא לפחות 
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 = a ובמקרה השני 
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=b ואי-אפשר לשפר את ההערכות האלה, כלומר במקרה הראשון יש דוגמה שבה לכל 3 המצולעים יש קוטר a ובמקרה השני יש דוגמא שבה לכל 3 המצולעים יש קוטר b.
הדוגמא של מקרה שני נותנת תשובה חיובית לסעיף ב', והבדיקה של שני הסעיפים ביחד נותנת תשובה שלילית לסעיפים א', ג' הרי 
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. ובכן:
מקרה ראשון. נחלק צלע BC וצלע DA לשלושה חלקים שווים ע"י נקודות P, Q ונקודות T, U בהתאמה:  QC= PQ = BP , TD = UT = AU. נעביר קטעים UP, TQ, אז הריבוע מתחלק ל-3 מלבנים בעלי גובה 1/3 ורוחב 1, לכן קוטר של שלושתם שווה ל-a. לפי משפט פיתגורס קוטר של 3 המלבנים שווה a, לכן יש מצב של חלוקה ל-3 מלבנים בעלי קוטר a.

	

	

	


 נניח שבחלוקה כל 3 הקטרים קטנים מ-a. אנחנו נמצאים במקרה בו קודקודים A, B נמצאים בחלק ראשון, וקודקודים C, D בחלק השני. נקודה U נמצאת במרחק a מנקודה B שהיא בחלק הראשון ובמרחק אפילו יותר גדול מנקודה C שהיא בחלק השני, לכן U בחלק השלישי.
באופן סימטרי, גם Q בחלק השלישי. 

אבל a = UQ לכן קוטר של החלק השלישי  הוא a לפחות, סתירה.
מקרה שני. ניקח נקודה L על צלע BC ונקודה K על צלע AD כך ש- AK = BL = 1/8.

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	


נעביר קטע KL. 

תהי M אמצע CD, N אמצע KL נעביר קטע MN.
קיבלנו חלוקה של הריבוע לשלוש מלבנים. 

חישוב פשוט באמצעות משפט פיתגורס מראה כי 

AL = LM = MK = b
לכן כל הקטרים שווים ל-b.

נניח שבחלוקה אחרת ששייכת למקרה הזה. 

נקודה M לא נמצאת במצולע ראשונה (אחרת היה לו קוטר גדול מדי) לכן היא נמצאת במצולע שני או שלישי. היות ועד עכשיו הכל היה סימטרי אפשר להניח בלי הגבלת הכלליות שנקודה M נמצאת במצולע שני. נקודה L מצאת במרחק b מנקודה A שנמצאת במצולע ראשון, במרחק b מנקודה M שנמצאת במצולע שני ובמרחק אפילו יותר גדול מנקודה D שנמצאת במצולע השלישי, לכן במצולע שאליו M שייכת יש מרחק (וקוטר) שהוא b לפחות.
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