4. נתונים 3 מספרים ממשיים שונים מ-0. אם נציב אותם בכל סדר בתור מקדמים של משוואה ריבועית, אז יהיה למשוואה פתרון ממשי. 

האם בהכרח לכל אחת מהמשוואות הללו יהיה פתרון חיובי?

תשובה: כן.

פתרון. נסמן את 3 המספרים c , b , a. הדיסקרימננטה לא שלילית בכל מקרה, כלומר b2 – 4ac ≥ 0 וגם כל התמורות של אי-שוויון זה נכונות.

b2 ≥ 4ac
c2 ≥ 4ab
a2 ≥ 4bc
יש שני מקרים: או שכולם בעלי אותו סימן, או שלא. אם כולם בעלי אותו סימן אז כל האגפים של 3 האי-שוויונים האחרונים חיוביים, ואפשר להכפיל אותם: 

a2b2c2 ≥ 64a2b2c2
סתירה. לכן לא כולם בעלי אותו סימן. מכיוון שאפשר להחליף את סימני כל המקדמים c , b , a בו זמנית וזה לא ישפיע על השורשים, אז אפשר להניח שמספר אחד, a, שלילי, ושני המספרים האחרים c , b חיוביים.

אם a הוא מקדם ראשון או אחרון של משוואה אז לפי משפט וייטא המכפלה של שני השורשים היא יחס בין a למקדם אחר (או הפוך) וזה מספר שלילי, לכן יש שורש חיובי ושורש שלילי (הרי כבר נתון שיש שורש ממשי).

נשאר לבדוק את שני המקרים בהם a הוא המקדם האמצעי. אז מכפלת השורשים היא b/c או c/b וזה מספר חיובי לכן השורשים הם בעלי אותו סימן. אבל הסכום הוא –a/b או –a/c וזה חיובי, לכן במקרים אלה לא יתכן שהשורשים שליליים. ובכן, בכל 6 המקרים יש שורש חיובי.
