5. האם אפשר לחסום תמניון משוכלל בקוביה כך שקודקודי התמניון יהיו על מקצועות הקוביה?
תשובה: כן.

פתרון ראשון. יהיו P, Q שני קודקודים מנוגדים של קוביה. 

ניקח מרחק r שאינו עולה על אורך המקצוע של הקוביה. תהיינה A, B, C נקודות שנמצאות על המקצועות שמכילות את P כאלה ש PA = PB = PC = r.
כמו כן נבחר נקודות K, L, M על המקצועות שמכילות את Q כאלה של PA מקביל ל-QK, המקצוע PB מקביל ל-QL, המקצוע PC מקביל למקצוע QM וגם QK = QL = QM = r.

קל לראות שABCKLM הוא תמניון, אבל האם הוא משוקלל ?

משולש ABC ומשולש KLM  הם משולשים שווי שוקיים זהים. 

 AB= BC = CA = PQ = QR = PR = a.
לפי סימטריה גם AL = CL = CK = BK = BM = AM = b.
אם אפשר לבחור r כזה שעבורו b = a אז כל המקצועות שווים, אז כל הפאות הן משולשים שווי צלעות זהים ואז התמניון משוכלל.

כמובן, אם r קטן מאוד, הרבה יותר קטן מאשר מקצוע הקוביה, אז a < b.

אבל אם r שווה למקצוע הקוביה, אז קל לראות כי 
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a = r

 , b = r.

כלומר במקרה זה a > b.

לכן אם נתחיל להזיז את r  ברציפות מאפס ועד שהוא יגיע לאורך מקצוע הקוביה, אז בהתחלה יתקיים a < b , ובאיזשהו רגע נקבל a > b לכן באמצע יהיה ערך של r שעבורו a = b . מש"ל.
פתרון שני. הפתרון הראשון לא היה "קונסטרוקטיבי", כלומר הוכחנו שדוגמה  קיימת בלי באמת לבנות דוגמא ("קונסטרוקציה" זה "מבנה" בלועזית, לכן לפתרון קיום שהוא בנייה קורים "קונסטרוקטיבי").

בעצם, בפתרון הקודם התחלנו לעשות בנייה אבל לא סיימנו (לא מצאנו את הערך של  r, רק הוכחנו שהו קיים). נמצא אותו באופן מפורש. 

מותר להניח (ללא הגבלת הכלליות) שמקצוע של קוביה באורך 1.

הדרישה היא a = b. את a קל לבטא ממשפט פיתגורס: 
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a = r

.

אפשר לחשב גם את b, למשל את AL. 

המרחק בשני קואורדינטות הוא 1 – r , ובקואורדינטה שלישית המרחק 1, לכן  
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b = 1r1r1= 34r2r
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והתנאי הוא a = b כלומר  
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34r2r= r

-+

.

נעלה בריבוע ונקבל 
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וזה שקול לנוסחא 3 = 4r. כלומר r = 3/4 , ואז התנאים יתקיימו.
מכאן מגיעים ל

בנייה: צריך לקחת 6 נקודות על המקצועות שנמצאים במרחק = 3/4 מהמקצוע מהקודקודים המנוגדים של קוביה.
אחרי שאנחנו כבר יודעים את התשובה, אפשר לרשום פתרון מלא בצורה יותר קצרה. 

פתרון שלישי. יהיו P, Q שני קודקודים מנוגדים של קוביה שמקצוע שלה = 4. 

תהיינה A, B, C נקודות על המקצועות שמכילות את P כך ש 

3 PA = PB = PC =.

כמו כן נבחר נקודות K, L, M על המקצועות שמכילות את Q כאלה של PA מקביל ל-QK, המקצוע PB מקביל ל-QL, המקצוע PC מקביל למקצוע QM וגם   QK = QL = QM = 3.

קל לראות שABCKLM הוא תמניון.
משולש ABC ומשולש KLM  הם משולשים שווי שוקיים זהים. 

 AB= BC = CA = PQ = QR = PR = 
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= 33
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AL = CL = CK = BK = BM = AM = 
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= 411
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לכן כל המקצועות שווים, אז כל הפאות הן משולשים שווי צלעות זהים ואז התמניון משוכלל.

פתרון רביעי. תמניון משוכלל נוצר משישה ווקטורים שווי אורך שיש בהם 3 זוגות של ווקטורים מנוגדים, וכל שני ווקטורים שלא באותו זוג – מאונכים.

ניקח קוביה שצלע שלה 2, מקצועותיה מקבילות לצירים ומרכזה – בראשית הצירים, כלומר הקוביה {-1 ≤ x, y, z ≤ 1} .

פאות הקוביה – זה כאשר אחד מהאי-שוויונים שמגדירים אותה הופך לשוויון.

מקצועות הקוביה – זה כאשר שניים מהאי- שוויונים הופכים לשוויון.

מספיק למצוא 3 ווקטורים על מקצועות שהם:

(א) שווים באורכם, 

(ב) מאונכים זה לזה. 

אז נוכל לקחת ל-3 ווקטורים האלה את הווקטורים ההפוכים, הם יהיו על המקצועות הסימטריות וביחד 6 ווקטורים יתנו תמניון.

דוגמא ל-3 ווקטורים כאלה:

( -1/2, 1 , 1 )
( 1 , -1/2, 1 )
( 1 , 1 , -1/2)
ברור ששלושתם שווים באורכם, מאונכים זה לזה (מכפלה סקאלרית), ונמצאים על מקצועות.
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