5. על מישור הניחו קובייה על אחת הפאות שלה. לאחר שגלגלו אותה (על המקצועות) מספר פעמים, הקובייה הגיעה למקומה ההתחלתי, וניצבה עם אותה פאה כלפי מעלה.

האם יתכן שהפאה העליונה הסתובבה ב-°90 ביחס למצבה ההתחלתי?
תשובה: לא.
פתרון ראשון. [image: image1.png]
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אפשר להניח שהמישור מרוצף ע"י ריבועים, ובהתחלה התחתית של הקובייה מתלכד אם ריבוע מסוים. אז בכל שלב של המשחק קובייה תעמוד על אחד מהריבועים. נצבע את הקודקודים של הקובייה "צביעת שחמט", כך שבכל זוג של קודקודים שכנים יהיו גם שחור וגם לבן. גם את הקודקודים של הריבועים במישור נצבע "צביעת שחמט", כמו בציור, כך שבהתחלה הצבעים של קודקודי הקובייה זהים לצבעים של קודקודי המישור עליהם הם מונחים.

אז קל לראות, שבכל שלב של המשחק קודקודים של תחתית הקובייה יגעו בקודקודים מאותו צבע של המישור. לכן לא יתכן שקובייה תחזור למקום התחלתי עם סיבוב של °90 באף כיוון, כי אז תשבר התאמת הצבעים.
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נרצף את המישור באמצעות ריבועים כמו בפתרון הראשון, אבל הציור שנצייר  יהיה שונה. בכל ריבוע נעביר קטע אמצעים, כך שלאף שני קטעים לא יהיו קצוות משותפים.

גם בכל פאה של קובייה נצייר קטע אמצעים כך שלאף שני קטעים לא יהיו קצוות משותפים. (הציור מראה כיצד לעשות זאת). נדרוש בנוסף מהציור, שבהתחלה קטע אמצעים שציירנו בתחתית הקובייה יתלכד עם קטע אמצעים שציירנו במשבצת עליה עומדת הקובייה. 

אז קל לראות כי לאורך כל המשחק הציור על תחתית הקובייה יתלכד עם הציור על המישור. לכן הקובייה לא תוכל לחזור להסתובב ב-°90 ביחס למצבה ההתחלתי במקום ההתחלתי שלה, כי אז הציור לא יתלכד.
פתרון שלישי (משתמש במתמטיקה גבוהה). כל מהלך הוא סיבוב של °90 וזאת תמורה על פאות הקובייה. התמורה היא מעגל באורך 4 לכן זו תמורה אי-זוגית. לכן אחרי מספר זוגי של מהלכים הפאות עוברות תמורה זוגית. 

מספר מהלכים שעשינו הוא זוגי, גם במאונך, גם במאוזן וגם בסה"כ (כי בשביל לחזור לאותו מקום כמות המהלכים צפונה צריך להיות שווה לכמות המהלכים דרומה, וכמות המהלכים מזרחה שווה לכמות המהלכים מערבה). 

לכן התמורה הכוללת על פאות של הקובייה היא זוגית. לכן זה לא יכול להיות סיבוב ב-°90.

