4) האם ניתן לצייר על קובייה הונגרית אלכסון בכל ריבוע קטן כך שאחרי זה יתקבל מסלול שלא חותך את עצמו?
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פתרון: נשים לב שאפשר לצבוע את קודקודי הריבועים בשחור ולבן, כך שבסמוך לכל קודקוד שחור יהיו רק קודקודים לבנים ולהפך. בשביל זה נבחר מערכת צירים שמתחילה בקודקוד הקוביה ושצירים הולכים במקצועות הקוביה (אנו מניחים שאורך הצלע של כל ריבוע קטן היא 1, כלומר אורך המקצוע של קוביה 3). אז פשוט נצבע בשחור קודקודים שסכום הקואורדינאטות שלהם זוגי, ובלבן – את אלו שסכום קואורדינאטות שלהם אי-זוגי.

נשים לב שאז, אם אנחנו מטיילים באלכסונים אז אנחנו תמיד שומרים על הצבע. לכל ריבוע קטן יש אלכסון לבן ואלכסון שחור. אז, כדי לעבור בכל ריבוע, אנחנו חייבים לעבור או על כל אלכסונים שחורים או על כל אלכסונים לבנים. 

מתוך 8 קודקודים של הקוביה יש 4 קודקודים שבהם מתכנסים 3 אלכסונים שחורים, ו- 4 קודקודים בהם מתכנסים 3 אלכסונים לבנים. 

אפשר להניח (בלי הגבלת הכלליות) שאנחנו מנסים לבנות טיול על אלכסונים לבנים. אז אחד מ-4 קודקודי הקוביה שבהם יש 3 אלכסונים לבנים היא לא סוף ולא התחלה של המסלול. אז אנחנו צריכים להגיע אליה ולצאת ממנה אותו מספר של פעמים. ולכן לא נוכל לעבור על כל אחד מ-3 אלכסונים שלה פעם אחד בדיוק, כי 3 מספר אי-זוגי. לכן לא קיים מסלול כזה.

הערה חכמה: זה בעצם  מקרה פרטי של הרעיון, שגילה לאונרד אוילר http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Euler.html
שפתר בצורה כזאת את בעיית הגשרים של העיר קניגסברג. הוא הוכיח, שאי-אפשר לבנות מסלול שעובר בדיוק פעם אחד על כל גשר.
גרף זה אוסף של נקודות, שמחוברים ע"י קשתות. נניח שהגרף קשיר (כלומר אפשר להגיע מכל קודקוד לכל קודקוד. נקרא לקודקוד אי-זוגי אם משפט הקשתות  שמתכנסות בו אי-זוגי.  

המשפט של אוילר אומר: תנאי הכרחי ומספיק לקיום המסלול שעובר על כל קשט בדיוק פעם אחד זה פחות מ- 3 קודקודים אי-זוגיים. הרעיון של הוכחה הוא כמו החלק הסופי של פתרון הבעיה שהצגנו, ואנחנו משאירים לקוראים להשלים את הפרטים.






