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גרסת תרגול לכיתות י"א-י"ב

השאלה:

1) על מעגל ממוקמים מספרים מ-1 עד 1000. יש להוכיח שניתן לחבר אותם בעזרת 500 קטעים לא נחתכים כך, שההפרש בין קצוות כל קטע (לפי ערך מוחלט) לא יעלה על 749.

הפתרון:

נחלק את כל המספרים שעל המעגל ל-3 קבוצות. קבוצה 1: המספרים מ-1 עד 250 ,קבוצה 2: מ-251 עד-750 , קבוצה 3: המספרים מ-751 עד-1000. נשים לב שמספיק לחבר כל שני מספרים זה עם זה חוץ ממספרים שנמצאים בקבוצה 3 עם מספרים מקבוצה 1. תמיד יימצא זוג כלשהו שניתן לחברו, למשל מספר מקבוצה 2 ליד מספר מקבוצה 1 או 3. מכיוון שהמספרים האלו סמוכים הקטע שהעברנו לא יכול לחתוך שום קטע אחר.

מכיוון שמחצית מן המספרים שייכים לקבוצה 2 והמחצית השנייה לקבוצות 1 ו-3, נוכיח שניתן לחלק אותם לזוגות שבכל זוג מספר מקבוצה 2 ומספר מקבוצה 1 או 3 ושהקטעים שנעביר ביניהם לא ייחתכו.

נוכיח באינדוקציה על כמות המספרים שזה אפשרי תמיד כאשר המספרים מקבוצה 2 מהווים חצי מהמספרים על המעגל. ברור שעבור N=2 זה נכון. נניח שהתנאי מתקיים עבור N=k2 ונוכיח שהוא מתקיים גם עבור N=2k+2. מתוך 2k+2 המספרים נוכל למצוא זוג מספרים צמודים שניתן לחבר אותם, ואז אם נזרוק אותם (כי במילא הם לא נחתכים עם שום קטע אחר) יישארו לנו 2k נקודות שאותם גם נוכל לחבר עפ"י הנחת האינדוקציה.

מ.ש.ל. 
