3. הוכח כי קיימים אינסוף זוגות של מספרים טבעיים a ו-b כאלה ש- a2+1 מתחלק ב-b וגם b2+1 מתחלק ב-a.
פתרון. זוג הקטן ביותר שאפשר למצוא זה (1,1).

נניח ומצאנו זוג אחד כזה, (a,b), כך ש- a<b. נראה שקיים זוג נוסף. לפי 

התנאי, b2+1=ac. לכן c>b (אחרת, האגף הימני של שוויון היה קטן יותר מהאגף השמאלי). אנחנו טוענים, שגם (b,c) הוא זוג שמקיים את התנאי. 

ברור ש-  b2+1 מתחלק ב- c. מספיק לבדוק, שגם c2+1 מתחלק ב- b. לפי ההגדרה שלו, 
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.  זה מספר שלם. 

אנו יודעים ש- a ו-b זרים (כלומר אין להם מחלק משותף חוץ מ-1, הרי b2+1 מתחלק ב-a). לכן בשביל שהמספר 
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 יתחלק ב-b, צריך רק שהמונה יתחלק ב- b. אבל ברור שהוא מתחלק ב-b הרי a2+1 מתחלק ב-b לפי הנחה.
ובכן, מכל זוג שמתאים אפשר לקבל זוג יותר גדול שגם מתאים לכן יש אינסוף זוגות כאלה. מש"ל.
הערות. (1) כאשר מתחילים בזוג (1,1) ומבצעים פעולה זו מספר פעמים מתקבלת סדרה של מספרים 1, 2, 5, 13, 34, 89, 233, ...  שכל שני מספרים צמודים בה נותנים פתרון: למשל, (13,34). 

(2) אלה גם הפתרונות היחידים שיש. מוכיחים את זה "בשיטת הירידה". כמו שעשינו מעבר מהזוג (a,b) לזוג (b,c), אפשר לעשות מעבר הפוך מהזוג (b,c) לזוג (a,b), שהו גם פתרון וגם יותר קטן. כך, המספרים כל הזמן יקטנו עד שנגיע לזוג (1,1). נשאיר לקורא שמתעניין להשלים את פרטי ההוכחה.

(3) הסדרה הזאת, שהסברנו קודם, היא בעלת הרבה תכונות מרתקות. למשל, כל מספר בה הוא סכום של כל המספרים שנמצאים לפניו, ועוד המספר הקודם. אפשר להגדיר אותה גם ע"י משוואה an+2 = 3an+1 – an. מפה יש דרכים שונות לפתור את הבעיה: למשל, לנחש מספר פתרונות ראשונים, לשים לב לחוקיות שמתקיימת ולהשתמש בה בשביל להוכיח שאיברי הסדרה מקיימים את התנאי.
(4) יש עוד הרבה תכונות לסדרה. למשל, אלה בדיוק האיברים האי-זוגיים של סדרת פיבונצ'י המפורסמת (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... fn+2 = 3fn+1 – fn), ועוד רבים אחרים. היא מופיע בשם A001519 בעטר הידוע של נ. ג'. א. סלואן, האנציקלופדיה האינטרנטית של סדרות השלמים, ושם הקורא יוכל למצוא יותר מידע על תכונות שונות של הסדרה הזאת:
http://www.research.att.com/cgi-bin/access.cgi/as/njas/sequences/eisA.cgi?Anum=A001519
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