7. על המעגל נתונות 21 נקודות. הוכח כי יש לפחות 100 קשתות, שהקצוות שלהן בנקודות נתונות, והגודל הזוויתי שלהם אינו עולה על (120.

פתרון ראשון. נניח את הטענה באינדוקציה שעבור 2N+1 נקודות יש N2 קשתות. בסיס האינדוקציה – 3 נקודות, אז יש קשט אחת, ברור.
אז נניח שעבור 1N–2 כבר הוכחנו שיש 2(1N–) קשתות. יש שני אפשרויות – או שלכל שני נקודות הקשת הקטנה שלהם אינה עולה על (120, או שיש שני נקודות רחוקות אחת מהשנייה. במקרה הראשון יש (2N+1)∙2N/2=2N2+N קשתות קטנות וזה מספיק. במקרה השני נבחר שני נקודות רחוקות. כל נקודה על המעגל קרובה (במרחק זוויתי קטן מ- (120) לאחת משני הנקודות שבחרנו.
כלומר, שני הנקודות שנבחרו יוצרות לפחות 1N–2 קשתות קטנות עם הנקודות האחרות, ובלי שני הנקודות הללו נוצרות 2(1N–) קשתות לפי הנחת האינדוקציה. לכן גם במקרה זה יש לפחות 2(1N–) + 1N–2 = N2  קשתות קטנות, מש"ל.
הערה: מהפתרון הזה קל להבין מתי שהשוויון באי-שוויון יכול להתקיים ומתי. למשל, כאשר 10 נקודות נמצאות קרוב מאוד לקוטב הצפוני, ו-11 נקודות נוספות נמצאות קרוב מאוד לקוטב הדרומי. אז הנקודות הצפוניות יוצרות 45 קשתות קטנות, הדרומיות יוצרות 55 קשתות קטנות, וקשתות בין נקודה צפונית לדרומית כולם ארוכות. סה"כ 100 בדיוק.
פתרון שני. שוב, נוכיח שעבור 2N+1 נקודות יש N2 קשתות.

את זוגות של הנקודות שהגודל הזוויתי של הקשת הקצרה בינם  גדול מ-(120 נחבר ע"י מיתר. נקבל גרף (גרף זה קבוצה של נקודות, שבה זוגות מסוימות מחוברות ע"י קטעים). ברור, שבגרף זה אין אף משולש.
טענה: בגרף בעל K קודקודים שאין בו אף משולש יש לכל היותר (M– M∙(K
קטעים, כאשר [ 2/K ] = M. (בסוגריים מרובעות אנו מסמנים חלק שלם).
זו טענה כללית בקומבינטוריקה שנוכיח עוד מעט. כעת, בגרף שלנו יש 2N+1  נקודות, לכן יש 2N2+N זוגות של נקודות. אם יש לכל היותר N2+N זוגות לא טובים, אז יש לפחות N2 זוגות טובים. מש"ל. נותר רק להוכיח את הטענה.
הוכחת הטענה. ניקח את הקודקוד A שיוצאים ממנו הכי הרבה קטעים, וכמות הקטעים שיוצאים ממנו שווה ל-M. (בשפה "מדעית": ניקח קודקוד A בעל דרגה הכי גדולה, שהדרגה שלו שווה M). אז מתוךM  שכנים שלו, אין אף שניים שמחוברים ע"י קטע.
לכן חוץ מהקטעים שיוצאים מהקודקוד A, כל קטע עובר דרך אחד מ- 1– M–K 
קודקודים שהם לא שכנים של A. אבל מכל קודקוד יוצאים M  קטעים לכל היותר, לכן חוץ מ-M הקטעים שיוצאים מ-A, יש עוד (1–M – M(K קטעים לכל היותר, סה"כ M + (1–M – M(K = (M– M(K.

(M– M(K זו פונקציה ריבועית עם הקרניים למעטה, שמתאפסת בקצוות של הקטע [K,0] ולכן מקבלת את הערך המרבי באמצע. במקרה ש-K מספר אי-זוגי, הערך המרבי עבור M שלם מתקבל בנקודה שלמה הכי קרובה לאמצע.
פתרון שלישי. נניח שיש קשת של (120 שמכילה 15 נקודות. אז יש 
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 קשתות כאלה רק מ- 15 הנקודות, וזה מש"ל.
נניח שזה לא המצב. במרחק של קשת (120 מכל נקודה יש (240 מעלות. אם בתוך (240 מעלות יש פחות מ-6 נקודות אז (120 מעלות משלימות יש לפחות 15 נקודות, מש"ל. אז מותר להניח, שכל נקודה משתתפת בלפחות 6 קשתות שלא עולות על (120 מעלות – הרי אחרת, הוכחנו כבר את הטענה.

נניח שיש קשת של (120 שמכילה 14 או 13 נקודות. ניקח 13 מהם. אז יש 
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 קשתות כאלה רק מ- 13 הנקודות. כל נקודה חוץ מה-13 נקודות משתתפת ב-6 קשתות לפחות שלא ספרנו, ויוצא שיש עוד 
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 לפחות הרי לכל קשת יש רק שני קצוות. סה"כ יש לפחות 102 קשתות לפחות, מש"ל.
נניח שזה לא המצב. אז במרחק של קשת (120 מכל נקודה יש לפחות 8 נקודות. הרי אחרת, בקשת הנגדית של  (120 (נקודות במרחק של יותר מ-(120 מהנקודה הנתונה) יש 13 נקודות, ואז הוכחנו כבר את הטענה.

לכן מעכשיו מותר להניח, שכל נקודה משתתפת בלפחות 8 קשתות שלא עולות על (120 מעלות.

נניח שיש קשת של (120 שמכילה 12 נקודות. אז יש 
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 קשתות כאלה רק מ- 12 הנקודות. כל נקודה חוץ מה-12 נקודות משתתפת ב-8 קשתות לפחות שלא ספרנו, ויוצא שיש עוד 
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 לפחות הרי לכל קשת יש רק שני קצוות. סה"כ יש לפחות 102 קשתות לפחות, מש"ל. 
נניח שזה לא המצב. אז במרחק של קשת (120 מכל נקודה יש לפחות 9 נקודות. הרי אחרת, בקשת הנגדית של  (120 (נקודות במרחק של יותר מ-(120 מהנקודה הנתונה) יש 12 נקודות, ואז הוכחנו כבר את הטענה.

לכן מעכשיו מותר להניח, שכל נקודה משתתפת בלפחות 9 קשתות שלא עולות על (120 מעלות.

נניח שיש קשת של (120 שמכילה 11 נקודות. אז יש 
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 קשתות כאלה רק מ- 12 הנקודות. כל נקודה חוץ מה-11 נקודות משתתפת ב-9 קשתות לפחות שלא ספרנו, ויוצא שיש עוד 
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 לפחות הרי לכל קשת יש רק שני קצוות. סה"כ יש לפחות 100 קשתות לפחות, מש"ל. 

לכן, בדומה לשיקולים שהסברנו כבר, מעכשיו מותר להניח, שכל נקודה משתתפת בלפחות 10 קשתות שלא עולות על (120 מעלות.

אבל אז בסה"כ יש לפחות 
[image: image8.wmf]2110

105

2

×

=

 קשתות שלא עולות על (120. מש"ל. 
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