שאלה מס 1:

על מעגל ממוקמים מספרים מ-1 עד 1000. יש להוכיח שניתן לחבר אותם בעזרת 500 קטעים לא נחתכים כך, שההפרש בין קצוות כל קטע (לפי ערך מוחלט) לא יעלה על 749.

הפתרון ראשון:

נחלק את כל המספרים שעל המעגל ל-3 קבוצות. קבוצה 1: המספרים מ-1 עד 250 ,קבוצה 2: מ-251 עד-750 , קבוצה 3: המספרים מ-751 עד-1000. נשים לב שמספיק לחבר כל שני מספרים זה עם זה חוץ ממספרים שנמצאים בקבוצה 3 עם מספרים מקבוצה 1. תמיד יימצא זוג כלשהו שניתן לחברו, למשל מספר מקבוצה 2 ליד מספר מקבוצה 1 או 3. מכיוון שהמספרים האלו סמוכים הקטע שהעברנו לא יכול לחתוך שום קטע אחר.

מכיוון שמחצית מן המספרים שייכים לקבוצה 2 והמחצית השנייה לקבוצות 1 ו-3, נוכיח שניתן לחלק אותם לזוגות שבכל זוג מספר מקבוצה 2 ומספר מקבוצה 1 או 3 ושהקטעים שנעביר ביניהם לא ייחתכו.

נוכיח באינדוקציה על כמות המספרים שזה אפשרי תמיד כאשר המספרים מקבוצה 2 מהווים חצי מהמספרים על המעגל. ברור שעבור N=2 זה נכון. נניח שהתנאי מתקיים עבור N=k2 ונוכיח שהוא מתקיים גם עבור N=2k+2. מתוך 2k+2 המספרים נוכל למצוא זוג מספרים צמודים שניתן לחבר אותם, ואז אם נזרוק אותם (כי במילא הם לא נחתכים עם שום קטע אחר) יישארו לנו 2k נקודות שאותם גם נוכל לחבר עפ"י הנחת האינדוקציה. מ.ש.ל. 
פתרון שני. מבוסס על בעיה ידוע (שהופיעה פעם, לדעתי, באולימפיאדת ברה"מ). ננסח אותה כטענת עזר:

טענת עזר: אם יש לנו N נקודות אדומות ועוד N נקודות כחולות במישור, שאף 3 מהם לא על ישר אחד, אז אפשר לצייר N קטעים לא נחתכים, כך שכל נקודה אדומה תהיה מחוברת ע"י קטע לנקודה כחולה ולהפך.

אחרי שאנחנו יודעים את הטענה הזאת נצבע את כל המספרים מ- 251 ועד 750 באדום, ואת המספרים האחרים בכחול, ואז הטענה נותנת לנו את מה שאנחנו רוצים.

עכשיו נוכיח את טענת העזר.

נבחר, מכל הזיווגים האפשריים, את הזיווג שנותן את הערך המינימלי עבור סכום אורכי הקטעים. זה אפשרי, הרי יש רק מספר סופי של זיווגים אפשריים. נניח שיש במצב הזה חיתוך: קטע AB נחתך אם קטע CD, (A, C אדומות, B, D כחולות). אז נמחק את שני הקטעים האלה ונחבר A אם D, ו- B אם C. מאי-שוויון המשולש ברור שסכום האורכים של הקטעים יקטן. וזה לא יכול להיות (הוא היה הכי קטן שיכול להיות). מש"ל.
