


5. נתון מספר טבעי  שגדול מ-1. כאשר הופכים את סדר ספרותיו ברישום עשרוני, מקבלים מספר חדש . האם יתכן שהרישום העשרוני של המכפלה  מורכב מספרות "1" בלבד?

תשובה. לא.


פתרון. נניח שהמספר שלנו הוא  (הקו למעלה מסמן שאנחנו מאחדים את הספרות למספר ארוך ולא מכפילים אותם), והמספר שרשום בסדר הפוך .





המכפלה  מחושבת גם בסוף במספר וגם בהתחלתו. בסוף המספר חייב להיות 1, לכן  הוא  או  או . אנחנו נפסול את שתי האופציות האחרונות.



אם זה  אז , כלומר  מתחיל ב-2 או ב‑3, וזה לא יתכן. 



אם זה  אז , כלומר  מתחיל ב-8 או ב‑9, וזה לא יתכן. 



לכן   כלומר חישוב של  יתרום 1 בספרת היחידות ו-1 בספרה של .











כעת נחשוב על ביטוי . ביטוי הזה יופיע גם בחישוב של ספרת העשרות, וגם בחישוב של ספרת . בחישוב של  יכולים להיות עוד תוספות כגרירה מספרות נמוכות יותר, אבל לא יכולה להיות גרירה מספרה של  לספרה של , הרי מספר שלנו  ספרתי (הוא קטן מ-)  וכבר יש יחידה מ- במספר שלנו. לכן . מצד שני,  מסתיים ב-1, כי אין גרירה מספרת היחידות לספרת העשרות. לכן , וזה תורם 1 לספרת היחידות ולספרה השנייה מהתחלה.








נחשוב כעת על הביטוי . גם הוא מופיע פעמיים – בחישוב של ספרת המאות ספרה של . אז גם   חייב להסתיים ב-1 כי אין גרירה מספרת העשרות לספרת המאות (הרי ), ומצד שני, כאשר מסתכלים על הספרה של  אסור שיהיה גרירה ממנה לספרת  כי כבר יש אחדים בהתחלה. לכן  קטן מ-10, ולכן .




באופן דומה לכל  נוכיח באינדוקציה שהמספר  הוא מצד אחד מסתיים ב-1 (כאשר מסתכלים על הספרה של ) ומצד שני קטן מ-10 (אחרת הגרירה תהרוס את הספרות הבחירות יותר), כלומר גם .






בסוף נחשוב על הספרה האמצעית. הביטוי שתורם ישירות לספרה האמצעית הוא . גם הוא חייב להסתיים ב-1 (כי אין גרירה מצד ימין, כבר חישבנו את כל המחוברים האחרים) ומצד שני  חייב להיות קטן מ-10, אחרת נהרוס את הספרות השמאליות. לכן גם . מצד שני בהגדרה של  יש שני מחוברים שהם אחדים  ו-, וזה לא יתכן.  
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