


[bookmark: MTBlankEqn]7. עיר מסוימת היא בצורת ריבוע  שמחולק למשבצות בגודל . רחובות העיר הם צלעות המשבצות, כאשר כיווני הרחובות הם מצפון לדרום וממזרח למערב. כל בוקר דני הולך מהפינה הדרום-מערבית לפינה הצפון-מזרחית של העיר, תוך כדי הליכה צפונה או מזרחה בלבד, ובערב הוא חוזר, תוך כדי הליכה דרומה או מערבה בלבד. כל בוקר וכל ערב הוא בוחר את הדרך כך שסכום האורכים של קטעי הדרך המוכרים יהיה מינימלי (כלומר, קטעי דרך שהוא כבר עבר בהם, בכיוון זה או אחר). הוכיחו כי תוך  ימים, דני יעבור בכל אחד מרחובות העיר במלואו.


פתרון. נתחיל מלשים לב שהכיוון שבו דני הולך לא משנה, ולכן במקום זה נגיד שדני הולך  פעמים מהפינה הדרום מערבית לצפון מזרחית של העיר. 




 נוכיח טענה חזקה יותר, נסדר את הרחובות לפי רמות, ברמה ה-  יופיעו הרחובות שדני צריך ללכת דרך  רחובות כדי להגיע אליהם, למשל ברמה  מופיעים שני הרחובות שליד איפה שדני מתחיל, וברמה ה-  יופיעו הרחובות שליד הפינה הנגדית.






נטען שאחרי  צעדים  דני הלך בכל הרחובות ברמה ה- וברמה ה-, וכל הרחובות שדני הלך בהם יותר מפעם אחת הם ברמות קטנות מ-  או גדולות מ-.

עבור  זה ברור, לכל מסלול ראשון שדני עושה, יש את המסלול הסימטרי ביחס לאלכסון שאינו חותך אותו, ולכן דני בהכרח יבחר את המסלול השני להיות זר לראשון, ובפרט יעבור בשני הרחובות ליד ההתחלה, (ואותו דבר לצד השני).


עכשיו נרצה להמשיך באינדוקציה, נניח שהוכחנו עד  ונרצה להוכיח עבור .

נשים לב שמכיוון שעד הרמה ה- עברנו על כל הרחובות, בהכרח דני ילך ברמות האלה על רחובות מוכרים, ולכן הם לא מעניינים אותנו, אותו דבר בצד השני.

[image: ]נמחק את שני המשולשים הללו, ונסתכל על הצורה שנשארה (כמו בציור), לפי ההנחה, בין שתי הרמות האלה אין רחובות שהלכנו עליהן פעמיים, ולכן יש לנו שם  מסלולים  שלא עוברים על אותן רחובות (מנקודות אדומות בצד אחד לאחר).




אם למשל נראה שאפשר לצייר שם עוד מסלול שלא עובר אף רחוב שעברנו בו, אז דני יהיה חייב לעבור ביום הבא במסלול שלא עובר באף רחוב שעברנו. אם עכשיו היה לנו   מסלולים, ונוסיף עוד אחד, אז גם במסלול הבא דני יהיה חייב לא לעבור במסלול שעברנו. בפרט, ברמה ה- דני עבר בשני רחובות חדשים, והיו  ממקודם, ולכן עברנו ב- רחובות שונים, כלומר כולם. אותו דבר נכון גם בצד השני, ולכן זה יסיים.
נרצה לבנות מסלול חדש, יש שתי נקודות אדומות עם רחוב אחד שלא עברנו בו (בכל צד), ננסה להתחיל ללכת משם ולהגיע לצד השני.
לכל קודקוד יש רחובות נכנסים ורחובות יוצאים, נשים לב לשני דברים, לכל קודקוד פנימי יש שניים נכנסים ושניים יוצאים, וכאשר הולכים על מסלול הוא עובר על רחוב אחד נכנס ואחד יוצא חוץ מהקצוות.
[image: ]לכן, אם מנסים לבנות מסלול ומגיעים לקודקוד פנימי, אז זה אומר שהיה רחוב נכנס שלא עברו עליו, ולכן יש גם רחוב יוצא שלא עברו בו (כי הכמות שעברו בהם שווה), ולכן אפשר להמשיך ללכת. כך נוכל לבנות מסלול עד שנגיע לנקודה לא פנימית, היא יכולה להיות באחת הצלעות של הצורה, או אחד הקודקודים האדומים, במקרה הראשון אנחנו בבעיה.
כדי לטפל בבעיה, נבנה עוד מסלולים, נרצה להמציא מסלולי עזר בין הנקודות עם אותם מספרים בציור, שלא עוברים על אותם רחובות, גם עם המסלולים הקיימים כבר ממקודם וגם אחד עם השני, ואותו דבר בצד השני.
בהינתן דבר כזה, נבקש מהמסלול שאנו בונים גם לא לעבור במסלולי העזר, בצורה הזו הוצאנו רחוב יוצא אחד מהקודקודים הממוספרים עם רחוב יוצא אחד יותר מנכנס, והורדנו רחוב נכנס אחד מהקדקודים הממוספרים עם רחוב נכנס אחד יותר מאשר יוצא, לכן מאותו טיעון כמו מקודם, לא נתקע בהם, ולכן נסיים בנקודה אדומה, וניצחנו. 












[image: ]נתחיל מלבנות מסלול בין   ל- , מה- התחתון חייב להיות רחוב יוצא פנוי (כי כמות התפוסים היוצאים שווה לנכנסים), ולכן אפשר לעשות ממנו מסלול כלשהו, שיגמר בנקודה אדומה או על אחד הקודקודים הממוספרים. בצורה דומה יש מסלול מה- הימני שהולך הפוך, לתוך איזושהי נקודה אדומה שמאלית או מספר. קל לראות ששני המסלולים הללו חייבים להיחתך, ולכן אפשר בנקודת החיתוך לעבור בינהם, וקיבלנו מסלול בין ה-  ל-  האחר. באופן כללי, נניח שבנינו את המסלולים עבור הקודקודים עם מספרים פחות מ-. אז קיים מסלול מה- התחתון שמסתיים בנקודה אדומה או ממוספרת, אך אנחנו לא יכולים להיתקע במספר הקטן מ-  כי הוצאנו רחוב נכנס אחד, ולכן יש כמות שווה של נכנסים ויוצאים, בדומה יש  מסלול בכיוון ההפוך מה- הימני שמסתיים בנקודה אדומה או ממסופרת שמאלית ל-  (כמו המסלולים הירוקים והכחולים בציור), הם חייבים להחתך, ולכן אפשר ללכת על הראשון ואז לעבור לשני, וככה לקבל מסלול בין שני ה-.
לכן הצלחנו ליצור את מסלולי העזר, ולכן סיימנו!
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