

6. חרגול יכול לקפוץ לאורך פס משבצות קפיצות של 8, 9 או 10 משבצות, כל פעם באיזה כיוון שהוא רוצה. מספר טבעי  נקרא קָפיץ אם החרגול יכול להתחיל מאיזושהי משבצת של פס באורך  ולקפוץ על כל משבצת בדיוק פעם אחת. מצאו מספר גדול מ-50 שאינו קָפיץ.
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תשובה. למשל 63.
פתרון. אנחנו נציג את המספרים מ-1 עד 63 כטבלה, כאשר בכל שורה יש 9 משבצות, והשורות צבועות באופן מתחלף בכחול ולבן כמו בציור. אז הוספה או החסרה של 9 זה מהלך אנכי, והוספה או הורדה של 8 או 10 זה בד"כ מהלך אלכסוני (עם כי בצד שמאל וצד ימין של הטבלה יש חוקים קצת שונים), לכן בד"כ כל מהלך מחליף צלע, לכן בכל שרשרת קפיצות יש כמעת אותה כמות של משבצות כחולות ולבנות, אבל בטבלה שלנו יש הרבה יותר משבצות כחולות ומכאן תתקבל סתירה.




נהפוך את הרעיון הזה להוכחה מפורשת. נניח שעברנו על כל המשבצות. הקפיצות היחידות מכחול לכחול הם 1-9, 9-19, 19-27, 27-37, 37-45, 45-55, 55-63, כלומר 4 קפיצות בלבד. אם ברשימה יהיו כל 36 המספרים הכחולים, הם כל אחד מהם הוא התחלה או סוף של קפיצה, אולי חוץ מהמספר בהתחלה והמספר בסוף, אבל בכל מקרה זה חייב להיות קשור לפחות  ל- קפיצות. יכולים להיות 7 קפיצות מכחול לכחול שנספרו פעמיים, שזה אומר שהיו לפחות  קפיצות בין כחול ללבן. אבל יש רק 27 משבצות לבנות, שכל אחת יכולה להשתתף רק בשתי קפיצות, כלומר יכולים להיות לא יותר מאשר  קפיצות של כחול-לבן. סתירה.
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