5. נתון משולש שכל זוויותיו שונות. יוסי ודני משחקים במשחק הבא. בכל מהלך יוסי מסמן נקודה אחת במישור, ודני צובע את הנקודה באדום או בכחול לפי בחירתו. יוסי מנצח אם קיימות שלוש נקודות שהוא סימן ודני צבע, שיוצרות משולש שדומה למשולש המקורי וכולו בצבע אחיד. מה המספר המינימלי של מהלכים שיוסי צריך כדי לנצח בוודאות (לכל משולש מקורי)?

תשובה. 5.

פתרון. קל לבדוק כי 4 לא מספיק: אחרי 4 מהלכים עלולים להיות רק 2 קודקודים מכל צבע.

אנחנו נוכיח אפילו יותר: שניתן אחרי 5 מהלכים להגיע למצב, שיש משולש שדומה למשולש המקורי ומכוון באותה צורה, ש-3 קודקודים שלו הם באותו צבע. 
כשאומרים שמשולשים 
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דומים ומכוונים באותה צורה, הכוונה לכך שכאשר רושמים את הקודקודים של כל אחד מהם בסדר תואם אז מקבלים ששניהם עם כיוון השעון או שניהם נגד כיוון השעון.

בפתרון זה אנו נחליף נקודות במישור במספרים מרוכבים.

למה. נניח כי משולש 
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 דומה ומכוון באותה צורה כמו המשולש 
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. אזי קיים ויחיד מספר מרוכב 
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 עבורו 
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, ועבורו מתקיים גם 
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הוכחת הלמה. קיום ויחידות מתקבלים כאשר רושמים את המשוואה בצורה קצת אחרת: 
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, וכל עוד 
[image: image8.wmf]AB

¹

 מקבלים כי 
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 מוגדר ביחידות בתור 
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נשים לב כי לביטוי זה יש משמעות גיאומטרית ברורה: אורכו הוא יחס האורכים של צלעות המשולש 
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, והארגומנט הוא פלוס או מינוס הזווית B של משולש בהתאם לכיוון של המשולש, עם או נגד כיוון השעון. אם המשולשים 
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 שווים ומכוונים באותה צורה, נקבל אותו 
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כעת נראה, כיצד דני מנצח ב-5 מהלכים. בהתחלה  נצייר משולש ABC (שזהה למשולש המקורי). דני יצבע את קודקודיו בצבעים שונים (כל עוד הוא לא רוצה להפסיד כבר במהלך השלישי), אבל שניים מהקודקודים הוא יצטרך לצבוע בצבע זהה. לה"כ הוא יצבע את A ואת B בכחול, ואת C באדום (בכל מצב אחר ניתן לשנות את שמות הקודקודים ושמות הצבעים ולהגיע למצב זה).

כעת נצייר שתי נקודות נוספות, D ו-E, כל שכל אחד מהם תיצור משולש חדש, דומה ל-ABC ומכוון כמוהו, שיש לו צלע AB. המשולשים הדומים הם ABC, DAB, BEA, ולכן לפי הלמה מתקיימות נוסחאות במספרים מרוכבים: 
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 , שזה מגדיר את 
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 בצורה חד משמעית, ואז  
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, וגם 
[image: image18.wmf](

)

1

BEA

aa

+-=

. כלומר 
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. את הנקודות D, E דני יצטרך לצבוע באדום (שלא יוצר משולש דומה וכחול). אבל אז נוצר משולש אדום DEC, והרי 
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, לכן הוא דומה ל-ABC. לכן בכל מקרה יוסי מנצח.
הערה. ההוכחה עובדת גם למשולש שווה-שוקיים שאינו שווה-צלעות. למשולש שווה-צלעות צריך לחשוב על פתרון אחר, כי במקרה זה הנקודות C, D, E מתלכדות.
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