4. נתון פולינום ממעלה 20 בדיוק עם מקדמים שלמים. על המישור סימנו את כל הנקודות השלמות כך שקואורדינאטת ה-
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 שלהם נמצאת בתחום מ-0 עד 10 כולל. מהו המספר המקסימלי של נקודות מסומנות שיכולות להיות שייכות לגרף של הפולינום?
תשובה. 20

פתרון ראשון. קל למצוא דוגמה של פולינום שיש לו 10 נקודות מסומנות על הגרף: למשל 
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, על הגרף שלו נמצאות נקודות 
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החלק המעניין הוא להוכיח, שאין 21 נקודות מסומנות על הגרף. 
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 הן על הגרף, ולה"כ 
[image: image6.wmf]0120

...

xxx

<<<

, הרי על הגרף לכל שתי נקודות 
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 שונה. לפי ההגדרה של נקודה מסומנת, 
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כידוע, עבור פולינום בעל מקדמים שלמים 
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 שלמים.
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מצד שני, 
[image: image16.wmf]10

ji

yy

-£

, אבל 
[image: image17.wmf]110

11

xx

£-

. לא יתכן שמספר שקטן מ-10 בערכו המוחלט מתחלק במספר שגדול או שווה ל-11, אלה אם כן המספר הראשון הוא 0. לכן 
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. באופן דומה רואים כי 
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. כלומר לפולינום 
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 יש לפחות 20 שורשים בנקודות 
[image: image23.wmf]018911121920

,,...,,,,,...,,

xxxxxxxx

. לכן ניתן לחלק ב-
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 את הפולינום, ותוצאה של החלוקה וגם השארית יהיו שלמים. אם 
[image: image25.wmf]i

x

 הוא שורש אז גם לא יהיה שארית.  היות והדרגה 20 בסוף נקבל קבוע שלם:
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נציב 
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. האגף השמאלי יהי 20 לכל היותר בערכו המוחלט, והאגף הימני בערכו המוחלט יהיה לפחות 
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 וזה לא יתכן.
פתרון שני. נניח שיש לנו פולינום שדרגתו 
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 לכל היותר, ונתון כי עבור 
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. אזי אפשר לקבל את הפולינום לפי נוסחה מפורשת של לגרנז': 
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. קל מאוד להבין את הנוסחה של לגרנז' אם קןראים אותה לאט מהסוף: כל מחובר זה פולינום, שמקבל ערכים 0 לכל 
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כמו שאמרנו בפתרון הראשון, ברור שיכולות להיות 20 נקודות מסומנות. נניח שיש 21 נקודות מסומנות על הגרף. נשתמש בסימונים של הפתרון הראשון: 
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. נרשום את נוסחת לגרנז':  
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נגזור 20 פעמים את כל המחוברים: 
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 הוא המקדם המוביל של 
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, כלומר מספר שלם שונה מ-0. לכן 
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בכל מחובר ערך המוחלט של מונה הוא לכל היותר 10, והערך המוחלט של המחנה, שהוא מכפלה של 20 מספרים שלמים שונים ושונים מ-0 זה בערכו המוחלת לפחות 
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לכן בכל שבר 
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