
3. נקרא לנקודה במישור צומת אם שתי הקואורדינטות שלה שלמות. נתון משולש עם קודקודים שהם צמתים, כך שבחלק הפנימי שלו יש לפחות שני צמתים. הוכח\י כי קיים ישר שעובר דרך איזשהם שניים מהצמתים הפנימיים שבמשולש שמקביל לאחת הצלעות של המשולש או עובר דרך אחד הקודקודים של המשולש.

פתרון ראשון. במשולש הנתון ABC נבחר צלע כלשהי, למשל BC.

נמספר את כל הצמתים הפנימיים לפי מרחק מהצלע BC, מהקרוב ביותר עד הרחוק ביותר: 
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. לא יתכן ששני צמתים באותו מרחק מ-BC, הרי אז הישר שעובר דרכם מקביל ל-BC.

נניח גם שאף ישר 
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 לא עובר דרך אף קודקוד של המשולש, הרי אחרת מש"ל. בפרט, הקטעים 
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 לא מכילים 
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נוכיח באינדוקציה: הצמתים הפנימיים של המשולש 
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 הם אך ורק 
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בסיס האינדוקציה ברור: 
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 הוא הצומת הפנימי של ABC שהכי קרוב ל-BC.

הצעד של אינדוקציה: נשים לב שהשטח של 
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 גדול משטח של 
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. יש להם אותה כמות של צמתים על השפה: אותם צמתים על צלע BC, הקודקוד הנוסף 
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 או 
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, ואין צמתים על הצלעות 
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 או 
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. לכן, לפי נוסחת פיק, יש יותר צמתים פנימיים למשולש 
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 מאשר למשול 
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. אבל למשולש 
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 יש 
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 צמתים פנימיים לפי הנחת האינדוקציה. לכן למשולש 
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 יש לפחות 
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 צמתים פנימיים. אבל הצמתים הפנימיים של ABC היחידים שיותר קרובים ל-BC מאשר 
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 הם 
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. לכן כולם נמצאים בחלק הפנימי של 
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לכן למשולשים 
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 אין צמתים בפנים ולא על הצלעות. לכן יש להם אותו שטח. לכן הנקודות B, C נמצאות באותו מרחק מהישר 
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. לכן הישר 
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 חוצה את BC. ובכן, אם נסמן ב-M את האמצע של BC, אז הישר 
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 מכיל את 
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, ולכן זה אותו ישר כמו 
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 והוא מכיל גם את 
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 וכך הלאה, וכך אנחנו מסיקים שכל הצמתים הפנימיים 
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 נמצאות על ישר אחד, והישר הזה עובר דרך M שהוא האמצע BC. 
באותה צורה היינו יכולים להראות, שהישר הזה עובר גם דרך האמצעים של AC ושל AB. אבל אמצעי הצלעות של משולש לא נמצאות על ישר אחד, בסתירה להנחות שלנו.

סיום אחר לפתרון זה, מהרגע שהוכחנו ש-
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 מכיל את 
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. אם נמספר את הצמתים הפנימיים לפי כיוון השעון מנקודת מבט של הקודקוד B, אז המספור שלהם יהיה נגד כיוון השעון מנקודת מבט של C. באותו אופן ניתן להראות, שהמספור הזה יהיה לפי כיוון השעון מנקודת מבט של A. לכן נגד כיוון השעון מנקודת מבט של B. בסתירה להגדרה.
פתרון שני. במשולש הנתון ABC נסמן ב-K, M, N את אמצעי הצלעות BC, AC, AB בהתאמה. הקטעים האמצעיים KM, KN, MN מחלקים את ABC לארבעה משולשים חופפים: המשולש KMN שנקרא לא הליבה, ומשולשים שיש להם קודקוד משותף עם המשולש המקורי, שנקרה להם האוזניים.
נניח שיש צומת פנימי באחד האוזניים, למשל יש נקודה P בחלק הפנימי של MAN. אם נזיז את מערכת הצירים כך שנקודה A תהיה הראשית, אז M2 = C, כמו כן N2 = B, לכן P2 = Q היא נקודה פנימית של משולש ABC. לכן נקודות P, Q הם צמתים פנימיים, והישר PQ עובר דרך A. לכן אם יש צומת בתוך אחד האוזניים, אז יש שני צמתים P, Q במשולש עבורם PQ עובר בקודקוד של משולש.

נשאר לטפל במקרה שאין צמתים פנימיות באוזניים. יהיו P, Q צמתים פנימיים, הם נמצאים בליבה או על השפה של הליבה (אבל לא בקודקודיה). נתבונן במשפחת הישרים שמקבילים ל-PQ. הישרים האלה לא מקבילים לאף צלע של משולש (אחרת מש"ל), לכן הישרים מהמשפחה שעוברים דרך A, B, C  כולם שונים.  אפשר להניח ללא הגבלת הכלליות שהישר דרך B במשחה זו נמצא בין הישרים שעוברים דרך C ו-A. אז לא קשה לראות, שמבין הקטעים שהישרים במשפחה זו יוצרים בחיתוך אם המשולש KMN, הקטע דרך M הוא הארוך ביותר, לכן הוא יותר ארוך מ-PQ. 
מדמיון, הקטע שנוצר בחיתוך בין במשולש ABC לישר מהמשפחה שעובר דרך B יותר ארוך מ-PQ יותר מאשר פי 2. ניתן להניח ללא הגבלת הכלליות שהווקטור PQ כאשר מעבירים אותו לנקודה B מכוון לתוך המשולש ABC (אחרת נחליף בין השמות של P ו-Q). אז הנקודות 
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 הן צמתים פנימיים של המשולש ABC, והישר 
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 עובר דרך B. מש"ל.
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