7. ליוסי הייתה ערמה של 100 אבנים. בכל תור יוסי חילק את אחת מהערמות לשתי ערמות קטנות יותר, עד שהוא קיבל 100 ערמות של אבן אחת. הוכח כי:
א. בתור מסוים היו 30 ערמות שכמות האבנים הכוללת בהן הייתה בדיוק 60 אבנים.
ב. בתור מסוים היו 20 ערמות שכמות האבנים הכוללת בהן הייתה בדיוק 60 אבנים.
ג. הוכח שיוסי יכול היה לחלק את הערמות כך שבאף תור לא היו 19 ערמות שכמות האבנים הכוללת בהן הייתה בדיוק 60 אבנים.
א. פתרון ראשון. נסתכל על המצב 30 מהלכים מהסוף. יש 70 ערמות, ונניח שהן מסודרות מהקטנה לגדולה. אז הערמה מספר 40 חייבת להיות בגודל 1. אכן, אם היא הייתה בגודל 2, אז יש לפחות 31 ערמות בגודל 2 (עם 62 אבנים לפחות) ועוד 39 ערמות בגודל 1, אז סה"כ יש 101 אבנים. ובכן, 40 ערמות הכי קטנות הן של אבן אחת. לכן 30 ערמות הכי גדולות מכילות 60 אבנים בדיוק.
פתרון שני. אם נוכיח שמתישהו יהיו פחות מ-30 ערמות עם 60 אבנים בסה"כ (למשל אם נוכיח את הטענה של סעיף ב') זה ייתן לנו את סעיף א' באופן אוטומטי. אכן, נוכל להתעלם מכל האבנים האחרות ולהתבונן רק בערמות שמכילות 60 אבנים. ערמות הללו יתפצלו, וכך תהיה לנו קבוצה של 60 אבנים בערמות שמספרם עולה בכל מהלך ב-1 לכל היותר. מתישהו מספר זה יגיע ל-30.
לכן כל הוכחה של סעיף ב' שלא תלויה בידע מוקדם של סעיף א' (כמו ההוכחות להלן) תגרור סעיף א'.

שיקול זה עוזר לחשוב גם על סעיף ב' לכן נזכור אותו ונקרא לו "שיקול המונוטוניות". אם יש פחות מ-K ערמות שבהן 60 אבנים בסה"כ, אז יהיו גם בדיוק K ערמות עם 60 אבנים בסה"כ בשלב מסוים.

ב. נתבונן בכל רגע ב-19 הערמות הכי גדולות ו-20 הערמות הכי גדולות (החל מהרגע שבו יש 20 ערמות), ונעצור את התהליך רגע לפני שב-20 ערמות הכי גדולות יהיו פחות מ-60 אבנים. 
ברגע זה ב-19 ערמות הכי גדולות יהיו פחות מ-60. אם לא, אז אפילו אם נפצל אחת מבין ה-19 ערמות הגדולות יהיו 20 ערמות שיש בהן לפחות 60 אבנים, לכן גם ב-20 הערמות הכי גדולות יש לפחות 20 אבנים, וזה נוגד את ההנחה שבעוד מהלך אחד ב-20 ערמות הגדולות יהיו פחות מ-60 אבנים. 

נסתכל על הערמה ה-20 בגודלה. אם יש בה 4 איברים, אז ב-19 הערמות הגדולות יש לפחות 76 אבנים וזה לא יתכן. לכן יש בה לכל היותר 3 אבנים.
לכן הפרש בין הגודל של 20 הערמות הגדולות לבין הגודל של ה-19 הערמות הגדולות הוא 3 לכל היותר. אם גודל הכולל של 20 ערמות הגדולות שווה 60, אז מש"ל, אם גודל הכולל של ה-19 ערמות הגדולות הוא 60, מש"ל לפי שיקול המונוטוניות. לכן נשאר לטפל במצבים שב-20 הערמות הגדולות יש יותר מ-60, וב-19 הערמות הגדולות פחות מנ-60. בגלל שההפרש לא עולה על 3, זה משאיר 3 אפשרויות: 61 ו-59, 62 ו-59, 61 ו-58.

61 ו-59: אז הערמה ה-20 בגודלה מכילה 2 אבנים. עם נסדר את הערמות לפי הגודל מהגדולה לקטנה, לא יכול שכל הערמות החל ממנה הם בגודל 2 (הרי ביחד הן מרכיבות 39 אבנים וזה אי-זוגי). לכן יש גם ערמה בגודל 1. ניקח את 20 ערמות הכי גדולות ונחליף את הערמה הקטנה בינם, שגודלה 2, בערמה בגודל 1. מש"ל.
62 ו-59: הערמה ה-20 בגודלה מכילה 3 אבנים. ערמה הכי גדולה שיכולה להיות זה 5, כי בכל אחת מבין 20 ערמות ראשונות יש לפחות 3 אבנים, ואם יש ערמה של יותר מ-5 אז ב-20 ערמות הגדולות יהיו יותר מ-62 אבנים. לכן אחר המהלך הבא גודל של אחת מבין הערמות שנוצרות לא עולה על 2. לכן הגודל הכולל של 20 הערמות הגדולות יישאר לפחות 60, בניגוד להגדרת המצב שאנו נמצאים בו (בחרנו ברגע האחרון שבו 20 הערמות הכי גדולות מכילות לפחות 60 אבנים בסה"כ). 
61 ו-58: הערמה ה-20 בגודלה מכילה 3 אבנים. בכל אחת מבין 20 ערמות הכי גדולות יש לפחות 3 אבנים, שזה ביחד 60 אבנים לפחות, אבל זה בעצם 61 אבנים. לכן יש ערמה אחת בגודל 4, 19 ערמות בגודל 3, והערמות האחרות בגודל שלא עולה על 3. אם יש ערמה נוספת חוץ מ-19 הערמות בגודל 3, אז יש 20 ערמות בגודל 3 וזה מש"ל. אם יש לפחות ערמה אחת בגודל 2 אז אפשר לקחת ערמה של 4, 18 ערמות של 3 ועוד ערמה של 2, וזה מש"ל. 

נשאר המקרה היחיד: יש ערמה של 4, 19 ערמות של 3, וכל האבנים האחרות הן בגודל 1. במקרה זה עדיין אפשר למצוא 21 ערמות של 60 אבנים בסה"כ: 19 הערמות הגדולות פלוס 2 הערמות של 1. נסתכל על מה שהיה מהלך אחד קודם: בשביל זה צריך לאחד שתי ערמות קיימות (בגדלים 4, 3, 1 או כל שילוב של שתי ערמות שבו 4 מופיע פעם אחד לכל היותר). ניתן להניח ללא הגבלת הכלליות שמדובר בשתי ערמות מבין 21 הערמות שבחרנו, לכן במהלך הקודם היו 20 ערמות שיש בהן 60 אבנים בסה"כ. מש"ל.
ג. בהתחלה כל פעם ניצור ערמה של 3 אבנים (כמובן, נצטרך לעצור כאשר הערמה הגדולה של 100 תהפוך לערמה של אבן אחת, וזה יקרה אחרי 33 מהלכים). 
עד אז, לא נוכל ליצור קבוצה של 19 ערמות של 60 אבנים בסה"כ: שלשות לא יספיקו, ואם ניקח גם את הערמה שכמות האבנים בה לא מתחלקת ב-3, אז גם ביחד עם מספר שלשות כלשהו זה לא יתחלק ב-3. 

אחרי זה נמשיך לפרק את הערמות בצורה אקראית. בכל מקרה, בכל ערמה מרגע זה יש 3 אבנים לכל היותר, וביחד יש 57 אבנים לכל היותר.
