7. מסביב לשולחן עגול N אבירים מקיימים ישיבות. בכל בוקר הקוסם מרלין מושיב אותם בסדר כלשהו לפי בחירתו (כל יום בסדר אחר). החל מהיום השני הוא מרשה להם לבצע כל כמות של תמורות מהסוג הבא: שני אבירים שיושבים זה ליד זה מתחלפים במקומות, בתנאי שהם לא ישבו אחד ליד השני ביום הראשון. האבירים מנסים להחליף מקומות כך שהסדר שלהם יהיה זהה לסדר הישיבה שלהם באחד הימים הקודמים. כאשר הם יצליחו לעשות זאת, הישיבות יגמרו.

מהו מספר הישיבות המקסימלי שמרלין מסוגל לארגן? (סדר ישיבה ששונה מסדר ישיבה אחר בסיבוב בלבד נחשב אותו סדר. מרלין לא יושב ליד השולחן.)

תשובה: N.

פתרון. בהתחלה נוכיח, שיש סה"כ 1 – N מצבים מסוימים, שמכל מצב האבירים יכולים להגיע לאחד מהם. 

לכל אביר ניתן מספר שמייצג אותו, כך שביום הראשון הם ישבו לפי המספרים, מ-1 עד N. קבוצת אבירים שכוללת אביר 1 ומספר אבירים מימינו ונראית כך: 

1  2  …  K  N  N–1  N–2 … L
תקרא בלוק. נתבונן בבלוק המקסימלי שיש לנו (בכל מקרה יש בלוק, אולי הוא מורכב רק מאביר 1). נסתכל באביר שנמצא מימין לבלוק. אם הוא 1+K אז הוא יחליף מקום אם כל האבירים מ-L עד N ויצטרף לבלוק, ואז הבלוק יגדל. אם הוא 1–L אז אפשר ישר לצרף אותו לבלוק. בכל מקרה אחר, אפשר להחליף בינו לבין כל האבירים של הבלוק, ואז כל הבלוק יזוז כיסה אחד ימינה. כך אפשר להעביר את הבלוק כל הזמן ימינה, עד שהוא ייפגש עם האביר 1+K או 1–L, ואז הבלוק יגדל באביר אחד. כך נמשיך להזיז את הבלוק ימינה ואת כל האבירים שנמצאים מימינו שמאלה, עד שבעצם כל האבירים יהיו בבלוק. ואז סדר האבירים בשולחן יהיה: 

1  2  …  K  N  N–1  N–2 … K+1
מצב כזה נקבע על ידי K, האביר האחרון בחלק העולה מונוטונית של הבלוק, והוא יכול להיות כל מספר חוץ מ- 1–N. לכן אם אבירים יפעלו לפי השיטה הזאת, בכל יום הם יגיעו לאחד מבין 1–N מצבים, ולכן ביום N הם יגיעו למצב שבו הם כבר היו ובזה יסתיימו הישיבות.
נשאר להוכיח שיש 1–N מצבים כאלה שאי-אפשר לעבור ממצב ראשון לשני. נגדיר מספר לכל סדר ישיבה. נניח שמרלין ניגש לאביר 1, ואז הולך נגד כיוון השעון עד שהוא מגיע לאביר 2, ואז הוא ממשיך ללכת נגד כיוון השעון עד שהוא מגיע לאביר 3, ... , ובסוף הוא ממשיך נגד כיוון השעון עד שהוא מגיע לאביר N ואז שוב לאביר 1. הוא עושה מספר שלם של סיבובים מסביב לשולחן, ולמספר הזה נקרא אינדקס של סדר הישיבה. 
נגיד שמספרים צמודים זה מספרים שהפרשם 1 או זוג מספרים 1, N. אם שני אבירים K, L שמספרים שלהם לא צמודים מחליפים מקומות, קל לראות שאינדקס של סדר הישיבה ללא משתנה (פשוט מרלין יצטרך לעשות צעד אחד נוסף כשיחפש את K וצעד אחד פחות כשיחפש את L). לכן אינדקס לא משתנה כאשר אבירים מתחלפים במקומות על דעת עצמם. לא קשה לראות שאינדקס של הסדר 1  2  …  K  N  N–1  N–2 … K+1 הוא 1–K–N כאשר K שונה מ-N ושווה ל-1 כאשר K = N, לכן סדרי ישיבה כאלה אי-אפשר להעביר אחד לשני באמצעות החלפות מותרות.
