6. על הצלעות של משולש ABC שהוא לא שווה שוקיים בונים קלפי חוץ משולשים שווי שוקיים CA’B ,AB’C, כאשר AC, BC הם הבסיסים של המשולשים האלה, בהתאמה, וזוויותיהם שצמודות לבסיסים כולן שוות φ . האנך מ-C ל-A’B’ חותך את האנך האמצעי לקטע AB בנקודה C1. מצא את הזווית AC1B.
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תשובה. φ2.
פתרון ראשון. נבנה על משולש ABC קלפי חוץ משולש שווה שוקיים ABC’ כך שזווית הראש שלו AC’B שווה φ2.
אנחנו נוכיח, כי C’ זו בעצם C1, ובכך נראה כי AC1B שווה φ2. ברור כי C’ נמצאת על האנך האמצעי של AB, כמו C1.
לכן מספיק להראות כי CC’ מאונך ל-A’B’.
נסמן ב-P, Q, R את אמצעי הצלעות BC, AC, AB.

אפשר להניח ללא הגבלת הכלליות שנקודות A, B, C מסודרות נגד כיוון השעון, כמו בציור.

נתבונן בזהויות ווקטוריות:
A’B’ = A’P + PQ + QB’ (*)

CC’ = CQ + QR + RC’ (**)
עבור כל של משולש ישר זווית שיש לו זווית φ, נסמן ב- kאת היחס של הניצב שנמצא מול הזווית φ לניצב שנמצא ליד הזווית φ. זה לא תלוי בגודל המשולש עקב דמיון משולשים. נתבונן בפעולה על ווקטורים, שמסובבת וקטור ב-°90 לפי כיוון השעון ומכפילה אותו ב-k  (בציור שלנו k ~1/2  ) .
פעולה זאת תעביר את הווקטור CQ ל-QB’, את הווקטור QR, שהוא שווה לווקטור CP היא תעביר ל-A’P, ואת הווקטור CR לווקטור RA, שהוא שווה לווקטור PQ.
הפעולה הזאת (סיבוב וקפל ב-k) מעבירה מקביליות למקביליות, לכן היא שומרת על סכום ווקטורים, לכן היא תעביר את (**) ל-(*). 

לכן CC’ מאונך ל-A’B’, מש"ל (והיחס בין אורכיהם שווה k).
הערה. בטריגונומטריה יש סימון  φ k = tan  .
פתרון שני. כמו שאמרנו בתחילת הפתרון הראשון, מספיק לבדוק שהקטעים CC’,  A’B’ מאונכים.
טענה: יהיו 
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 צלעות המרובע. אז האלכסונים של המרובע מאונכים זה לזה אם ורק אם מתקיים התנאי  
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את הוכחת הטענה אפשר לקרוא בפתרון של שאלה 2, תחרות הערים 14, גרסת תרגול, כיתות י"א-י"ב. 

לפי הטענה מספי לבדוק כי A’C2 + B’C’2 = A’C’2 + B’C2.

נסמן את אורכי הצלעות  AB = c, AC = b, BC = a, ואת גדלי הזוויות A, B, C של משולש ABC נסמן α, β, γ בהתאמה. 

משולשים BCA’, ACB’ דומים, נסמן ב-q את היחס בין השוק לבסיס במשולשים אלה. אז A’C = qa , B’C = qb.

לפי משפט קוסינוסים:

A’C’2 = A’B2 + C’B2 – 2·A’B·C’B·cos(A’BC’)
אבל הזווית A’BC’ = A’BC + β + ABC’ = φ + β + (90° – φ) = β + 90°    
לכן cos(A’BC’) =   – sin(β) = cos(β + 90°).
לפיכך  

A’C’2 = (qa)2 + C’B2 + 2qa·C’B·sin(β)
באופן דומה                B’C’2 = (qb)2 + C’A2 + 2qb·C’A·sin(α)

ובכן, מצאנו ביטוי לכל אחד מ-4 האורכים שמופיעים בנוסחה שאנחנו מתבקשים לבדוק,   A’C2 + B’C’2 = A’C’2 + B’C2   ואחרי שנציב הנוסחא תקבל צורה :

(qa)2 + (qb)2+C’A2+2qb·C’A·sin(α) = (qa)2 + C’B2 + 2qa·C’B·sin(β) + (qb)2
אחרי שנצמצם איברים דומים, כולל השוקיים השווים של AC’B, נקבל
2qb·C’A·sin(α) = 2qa·C’B·sin(β)
אחרי שנחלק ב- 2qab·C’A נקבל 
sin(α)/a = sin(β)/b
וזה משפט הסינוסים המפורסם, לכן זה נכון.

הערה. בשני הפתרונות בהתחלה אמרנו את התשובה, ואז הוכחנו אותה. כאשר פותרים שאלה כזאת, מומלץ לנחש את התשובה לפני שמתחילים הוכחה. הרי קל יותר לבנות הוכחה כאשר יודעים, מה בדיוק צריך להוכיח.  
את התשובה אפשר לנחש כאשר בודקים מספר מקרים פרטיים. למשל מקרי קצה: כאשר זווית φ קרובה מאוד ל-0, כלומר "האוזניים" קטנים מאוד, אז המשולש התחתון ארוך מאוד. להפך, כאשר האוזניים גדלי לאינסוף, כלומר φ מתקרב ל-90°, אז המשולש התחתון הולך וקוטן עד שהו כמעת הופך לקטע.
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