בעיה מס 4.

בין הערכים של הפולינום P במספרים טבעיים יש את כל החזקות הטבעיות של 2 (החל מ 21). הוכח כי אם המקדם הראשי של הפולינום הוא 1 אז הפולינום הוא ממעלה 1. (המקדם הראשי של פולינום מדרגה n זה מקדם של xn.)
פתרון. 

הפולינום מהסוג (x+m)n  עבור m שלם, k>1 לא מתאים: הרי הו אף פעם לא שווה ל- 2. עבור פולינומים אחרים, נשתמש בטענת עזר.
טענת עזר: כל פולינום ממעלה n>1 שמקדם הראשי שלו 1 , שאינו מהסוג (x+q)n קיים m,כך שעבור x מספיק גדול:     (x+m)n < P(x) < (x + m + 1)n
מהטענה נובע, שעבור k גדול מספיק, כאשר  P(x) כבר הופך להיות מונוטוני עולה, P(2k – m – 1) < 2kn < P(2k – m) ולכן הוא אף פעם לא מקבל ערכים 2kn.
מש"ל.  נשאר רק להוכיח את טענת העזר:

יהיה a1 המקדם של xn-1. 
אז אם a1 אינו מתחלק ב- n, צריך לקחת  
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אחרת, נתבונן בפולינום Q(x) = P(x) – (x + k)n ( 0 . אם המקדם הראשי שלו חיובי, אז צריך לבחור m=a1/n אחרת, m=a1/n-1. 
אנחנו מציעים לקורה לבדוק בתור תרגיל שאם בוחרים את m בצורה כזאת א האי-שוויונות יתקיימו עבור х גדול מספיק. (רמז: המקדם הראשי הו זה שמגדיר את הסימן עבור х גדול.)
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