7. נתונים שני מעגלים ושלושה ישרים, כל ישר יוצר בחיתוך המעגלים שני מיתרים באותו אורך. נקודות החיתוך של הישרים יוצרות משולש. הוכח/י כי המעגל החוסם של המשולש הזה עובר דרך אמצע הקטע שמחבר בין מרכזי המעגלים.

הפתרון הבא משתמש בציר הרדיקלי ומשפט סימסון הפוך. הסבר של נושא זה (עבור הקוראים שלא מכירים את הנושאים) יוצג אחרי הפתרון.

פתרון. יהי I מרכז המעגל הראשון, J מרכז המעגל השני, M אמצע הקטע IJ. האנכים מנקודות I, J, M על ישר שחותך את שני המעגלים לאורך קטעים שווים, חותכים אותו בנקודות A, B, N בהתאמה. אז MN הוא קטע אמצעים בטרפז BAIJ, לכן N אמצע AB. לכן מרחקים מ-N לנקודות חיתוך בין ישר AB למעגל הראשון שווים בהתאמה למרחקים מ-N לנקודות חיתוך של אותו ישר אם מעגל השני. לכן דרגה של N יחסית לשני המעגלים שווה. לכן N נמצא על הציר הרדיקלי.
יש לנו 3 ישרים כאלה, שיוצרים משולש, ועקבי האנכים מ-M על כל 3 הישרים נמצאים על ישר אחד (הציר הרדיקלי של המעגלים). לכן M נמצא על המעגל החוסם של המשולש שנוצר ע"י המעגל החוסם של המשולש (לפי המשפט ההפוך של סימסון). מש"ל.

רקע תיאורטי

משפט סימסון. נתון משולש ABC ונקודה D על המעגל החוסם שלו. אזי עקבי האנכים מנקודה D לישרים AB, AC, BC נמצאים על ישר אחד.
משפט סימסון הפוך. נתון משולש ABC ונקודה D. נתון שעקבי האנכים מנקודה D לישרים AB, AC, BC נמצאים על ישר אחד. אזי D נמצא על המעגל החוסם של ABC.
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אנחנו נוכיח רק את משפט סימסון ההפוך (שבו השתמשנו). הוכחה של משפט סימסון הרגיל דומה ותישאר תרגיל לקורא העקשן.
הוכחה. יהיו U, V, W עקבי האנכים מ-D על BC, AC, AB בהתאמה. אז יש בציור שלוש רביעיות של נקודות שנמצאות על מעגל: V,W נמצאות על מעגל שקוטרו AD , באופן דומה U, V נמצאות על מעגל שקוטרו BD, ובנוסף V, W נמצאות על מעגל שקוטרו CD.
ניתן להניח בלי הגבלת הכלליות שנקודות U, V, W נמצאות על הישר בסגר זה. נבדוק שני מקרים: במקרה הראשון נקודות U, V, W נמצאות באותו צד של אנך מ-D  על ישר UV, במקרה השני שתי נקודות, U, V נמצאות בצד אחד, ונקודה שלישית, W, נמצאת בצד שני (ציור ראשון וציור שני בהתאמה).

במקרה ראשון (BAC = (VAW = (VDW, הרי מרובע ADVW חסום.

מספיק להוכיח כי (BAC = (BDC, כלומר (VDW = (BDC. 
זה שקול לטענה (CDW = (BDV (הרי (VDW + (CDW = (BDV + (BDC).
וזה נכון כי (CDW = (CUW = (BUV = (BDV , הרי מרובעים BDUV, CDUW חסומים.

במקרה שני  (ADW = (AVW = (CVU = (CDU , הרי המרובעים AVDW, VUCD חסומים. לכן  (WDU= (ADW + (ADU = (CDU + (ADU= (CDA.
מרובע BUDW חסום במעגל לכן (WDU +(WBU = °180.

לכן גם (CDA +(ABC = °180. לכן מרובע ABCD חסום במעגל, מש"ל.

הערה. אפשר לצמצם את ההוכחה אם משתמשים במושג של זווית מכוונת, אז לא צריך לבדוק שני מקרים:
(BDC = (BDW + (WDC = (BUW + (WDC = (CUV + (VDC =

= (CDV + (WDC = (WDV = (WAV =  (BAC



הגדרה. (ניוטון) נבחר כיוון מסוים על כל קו ישר. קטע מכוון AB זה קטע, שיש חשיבות לסדר הקצבות שלו. אורך של קטע מכוון זה מספר ממשי (אולי שלילי) ששווה לאורך של קטע רגיל אם הקצוות שלו הולכים בכיוון שנבחר, ושווה למינוס האורך של קטע הרגיל אם אם הקצוות שלו הולכים בכיוון ההפוך. כך, AB = BA– . 

קטעים מכוונים מועילים מאוד, כי הם מאפשרים לחסוך בדיקת מקרים. למשל, אם יש 3 נקודות A, B, C על ישר אחד, אז בקטעים מקוונים אפשר לכתוב: AB + BC = AC, לא משנה איפה נקודה C ביחס לקטע AB, בפנים או בחוץ.

טענה 1. נתון מעגל, ונקודה P. ישר שעובר דרך P חותך מעגל בשני נקודות A, B. אז המכפלה PB.PA לא תלויה בשיפוע הישר שבחרנו, אלה רק ב-P ובמעגל.

במילים אחרות, אם מעבירים דרך P שני ישרים, שאחת מהם חותך מעגל בנקודות A, B והשני בנקודות C, D, אז AP.BP = CP.DP.

ההוכחה היא תרגיל לקורא.

הגדרה. במושגים של טענה 1, המספר PB.PA נקרא הדרגה של נקודה P יחסית למעגל.

טענה 2. דרגה של נקודה שווה ל- d2 – R2, כאשר d זה מרחק מ-P למרכז המעגל, R זה רדיוס המעגל.
ההוכחה היא תרגיל לקורא.

הגדרה. נתונים שני מעגלים, בעלי מרכזים שונים. הציר הרדיקלי שלהם זה מקום גיאומטרי של נקודות כאלה, שדרגה של נקודה לגבי מעכל ראשון שווה לדרגתה לגבי מעגל שני.

משפט.  הציר הרדיקלי הוא קו ישר שמאונך, לקו המחבר את שני המעגלים.

הערה. לפעמים מגדירים ציר רדיקלי בתור מקום גיאומטרי של נקודות שאורכי המשיקים מנקודה למעגל הראשון שווה לאורך המשיקים מנקודה למעגל השני. זה כמעט נכון, אבל לא ממש נכון (למה?).

הוכחת המשפט. נבחר מערכת צירים כך שמרכזי המעגלים נמצאים על ציר ה-х. 
נניח שמרכזי המעגלים (x1, 0), (x2, 0) ורדיוסיהם R1, R2. התנאי לכך שלנקודה (x, y) יש אותה דרגה יחסית לשני המעגלים הוא (לפי טענה 2)

(x – x1)2 + y2 – R12 = (x – x2)2 + y2 – R22
אחרי פתיחת סוגריים, y2 ,x2 מצטמצם לכן מקבלים משוואה ליניארית על x.

