5. קוסם מדגים טריק של ניחוש מספרים. בהתחלה עיניו עצומות. צופה מניח על השולחן N מטבעות בשורה כאשר הצופה מחליט לבד באיזה צד הוא שם כל מטבע – עץ או פלי. לאחר מכן, הצופה רושם על דף נייר מספר מ-1 עד N ומראה אותו לעוזר של הקוסם. העוזר בוחר מטבע אחד מהשורה ומבקש מהצופה להפוך אותו. אחרי זה הקוסם פוקח את עיניו, מסתכל על המטבעות, ומנחש את המספר שהצופה רשם.

א. הוכח שאם עבור N = а יש שיטת ניחוש לקוסם ולעוזר שלו (כך שהטריק יעבוד תמיד) אז גם עבור N = а2 יש שיטה.

ב. מצא את כל ערכי N שעבורם יש שיטה.

תשובה. קיימת שיטה כאשר N הוא חזקה של 2.

פתרון. א. קל לראות שקיימת שיטה עבור 1 ועבור 2. עבור N=1 הקוסם ינחש 1 בכל מקרה. עבור N=2 העוזר יוכל להפוך את המטבע הראשון או לא להפוך אותו (ולהפוך את השני), וכך הוא יכול להחליט על המצב של המטבע הראשון. העוזר והקוסם יסכמו מראש שהמצבים של המטבע הראשון יסמנו מספרים שונים עץ מסמן 1, פלי 2.
טענה. אם יש שיטה עבור K ושיטה עבור M , אז יש שיטה גם עבור N = K×M.

ברור שטענה הזאת מכלילה את סעיף א', הרי יש שיטה עבור K=2.

הוכחת הטענה. נניח שהקוסם והעוזר המציאו שיטה ל-K ושיטה ל-M, ואנחנו נראה להם שיטה עבור N. מהתחלה, העוזר והקוסם יכינו טבלא לכל אחד מהם, של K שורות ו-M עמודות, שבה רשומים כל המספרים מ-1 עד N לפי הסדר.

אז בעצם צריך שהעוזר ימסור לקוסם מספר שורה ומספר עמודה. את המטבעות שנמצאות על השולחן בשורה העוזר יסדר (בדמיון שלו או על דף נייר) בטבלא. אחרי זה הוא יחשב את הזוגיות של כמות העצים בשורה: אם יש מספר זוגי, הוא יגיד שזה שורה של פלי, אם יש מספר אי-זוגי, הוא יגיד שזה שורה של עץ. בצורה כזאת הוא יקבל K מטבעות מדומים (בדמיון שלו). באופן דומה הוא יוצר M מטבעות מדומים שמתאימות לעמודות.
אם הוא יהפוך מטבעה על השולחן שמתאימה לשורה מספר k ועמודה מספר m, אז הוא יהפוך שני מטבעות מדומים: מטבע מדומה שמתאים לשורה k מסוימת ומטבע מדומה שמתאים לעמודה m. הוא יחליט על שורה ועל עמודה (ולפי כך גם על מטבע שצריך להפוך פיסית) לפי שיטה עבור K ושיטה עבור M שהוא כבר מכיר. 

כאשר הקוסם יפתח עיניים הוא גם יסדר את המטבעות בטבלא (בדמיון שלו) ויחשב K מטבעות מדומים של שורות ו-M מטבעות מדומים של עמודות. לפי זה, לפי השיטות שהוא מכיר, הוא ינחש מספר מ-1 עד K, ועוד מספר מ-1 עד M, וזה מספר שורה ומספר עמודה של מספר מ-1 עד N בטבלא שלו.
ב. ממה שהוכנו בסעיף א' ואינדוקציה נובע שיש שיטה עבור חזקות של 2.

אנו נוכיח שאם יש שיטה עבור N אז N חזקה של 2, וזה יסיים את הפתרון.

לכל אפשרות לבחור עץ או פלי עבור כל N המטבעות בשורה נקרא "מצב". יש N2 מצבים. הקוסם והעוזר בעצם חייבים לסכם מראש, איזה מצב מסמן איזה מספר, ואז העוזר צריך לעבור ממצב נתון למצב שמסמן מספר נתון ע"י הפיכת מטבע. 
שני מצבים ששונים זה מזה במטבע אחד בדיוק, יקראו "מצבים שכנים". ברור שיש בדיוק N מצבים שכנים לכל מצב. כל N מצבים שכנים עבור כל מצב חייבים לסמן מספרים שונים, כי העוזר צריך להיות מסוגל למסור כל מספר מ-1 עד N בכל מצב.

נספור זוגות מצבים שכנים מסוג (מצב ראשון, מצב שני) כאשר מצב שני מסמן מספר 1. 

מצד אחד ברור שצריך לצאת כמות כל המצבים N2, כי עבור כל מצב יש שכן אחד בדיוק שמסמן אחד. 
כעת נספור בצורה אחרת. נניח שיש Q מצבים שמסמנים מספר 1. אפשר להציב כל מצב כזה במקום מצב שני, ואז יש N אפשרויות לבחור מצב ראשון בזוג (כי לכל מצב יש נ שכנים).

לכן יוצא N.Q. כלומר N.Q = N2. לכן N2 מתחלק ב-N. לכן N בעצמו חזקה של 2.
