4. נתון אוסף משקולות, ועל כל משקולת יש תווית שאמורה לציין את משקלה. ידוע שאוסף המשקלים ואוסף המספרים הרשומים על התוויות זהים, אבל יתכן שיש אי-התאמה בין משקלי המשקולות לבין המספרים על התוויות (עקב בלבול בהדבקת התוויות). מאזניים מהווים קטע אופקי שנתמך באמצע. בזמן השקילה מניחים את המשקולות בנקודות שרירותיות על הקטע, וכתוצאה מכך המאזניים נשארים בשווי משקל או נוטים לאחד הצדדים. 

צריך לבדוק האם כל התוויות הודבקו נכון. האם תמיד ניתן לעשות זאת בשקילה אחת? 

(מאזניים נמצאים בשווי משקל כאשר סכום המומנטים של המשקולות בצד ימין שווה לסכום המומנטים של המשקולות בצד שמאל, אחרת המאזניים נוטים לצד שבו סכום המומנטים גדול יותר. 

מומנט זה משקל המשקולת כפול המרחק לאמצע הקטע).

תשובה. כן.

פתרון. הפתרון הפשוט ביותר מבוסס על אי-שוויון התמורות:

משפט. יהיו a1, a2, …, an, b1, b2, …, bn מספרים ממשיים. נתבונן בביטויים מהסוג 

a1bs(1) + a2bs(2) + . . . + anbs(n)
כאשר s(1), s(2), …, s(n) תמורה של מספרים 1, 2, …, n, עבור תמורות שונות. 

הביטוי יקבל את הערך הגדול ביותר כאשר סדרות a ו-b תהיינה מסודרות באותה צורה, כלומר ה-a הגדול ביותר יהיה מול הb- הגדול ביותר, הa- השני בגודלו יהיה מול הb- השני בגודלו, . . . , a הכי קטן מול הb- הקטן ביותר (לסידור כזה נקרא סידור טוב ביותר). 

כל סידור אחר ייתן ערך קטן יותר.
הוכחת המשפט מבוססת על הטענה. 

טענה. אם A1<A2, B1<B2 אז A1B2+A2B1 < A1B1+A2B2.
הוכחת הטענה. זה שקול לאי-שוויון 0 < A1B1 + A2B2 – A1B2 – A2B1.
וזה בעצם 0 < (A1 – A2)( B1 – B2). ומכפלת של שני מספרים שליליים זה מספר חיובי.

הוכחת המשפט. ניקח תמורה כלשהי, ונניח שהסידור שהיא נותנת הוא לא הטוב ביותר, זאת אומרת שיש שני אינדקסים "רע" i , k כך ש ai < ak , bs(i) > bs(k) . אז אפשר להחליף בין s(i) ל- s(k)ולקבל תמורה אחרת, והערך של a1bs(1) + a2bs(2) + . . . + anbs(n) יגדל (לפי הטענה שהוכחנו). אם יש עוד זוג רע של אינדקסים אז שוב נבצע החלפה והערך שוב יגדל, ונעשה כך כל עוד שאפשר. הערך גודל כל הזמן, לכן בתהליך זה אנחנו לא חוזרים על תמורות שכבר היו. אבל מצד שני יש מספר סופי של תמורות לכן בשלב מסוים נצטרך לעצור.
אם נאלצנו לעצור, אז אין אף זוג אינדקסים "רע", לכן זה הסידור "הטוב ביותר". לכן הסידור הטוב ביותר נותן עבור a1bs(1) + a2bs(2) + . . . + anbs(n) ערך יותר גדול מהערך של תמורות אחרת כלשהי שממנה התחלנו. מש"ל.
עכשיו, כשהוכחנו את המשפט, אפשר לסיים את הפתרון. נניח שהמשקלים של המשקולות הן m1 ≤ m2 ≤ . . .  ≤ mn. נמקם את המשקולות משמאל לימין על הקטע, כאשר מניחים משקולת בעלת תווית mk במרחק k.d מהקצה השאלי של הקטע (d זה מרחק מספיק גדול כך שיהיה נוח לשים את המשקולות. 

אם התוויות נכונות, אז מרכז הכובד של המשקולות נמצא בנקודה שנמצאת במרחק 
 (dm1 + 2dm2 + 3dm3 + … + ndmn)/M

מהקצה השמאלי, כאשר M = m1 + m2 + m3 + … + mn משקל כולל.
אם יש בלבול בתוויות באמצעות תמורה s אז מרכז הכובד יהיה במרחק 

(dms(1) + 2dms(2) + 3dms(3) + … + ndms(n))/M
מהקצה השמאלי, וזה תמיד יותר קטן. לכן אפשר לבחור נקודה P שנמצאת משמאל למרכז כובד בכל מצב של בלבול ונמצאת מצד ימין של מרכז כובד כאשר התוויות הודבקו נכון.

כעת נזיז את כל המשקולות במרחק שדרוש, כדי שנקודה P תזוז לאמצע הקטע ונבצע שקילה. אם התוויות הודבקו נכון, אז מרכז הכובד של המשקולות נמצא מימין לאמצע הקטע, ואז המאזניים נוטים ימינה, ואם יש בלבול אז מרכז הכובד של המשקולות נמצא ואז המאזניים נוטים שמאלה.
