6. במרובע ABCD צלעות AB, BC ו-CD שוות, M – אמצע צלע AD. 

ידוע שזווית (BMC=°90. מצא את הזווית בין האלכסונים של המרובע ABCD. 
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תשובה: °30.
נציג 5 פתרונות.

פתרון ראשון. יהיו O, K, L אמצעי הקטעים BC, CA, BD בהתאמה, ותהי P  נקודת חיתוך האלכסונים. נקודות K ו-L שונות (אחרת ABCD  הוא מעוין ואז בניגוד לתנאי (BMC > (BPC = °90). 

היות ומשולשים ABC, BCD שווי שוקיים, גובה ותיכון בהם מתלכדים, לכן הזוויות BKC, BLC ישרות, וגם BMC ישרה, לכן נקודות K, L, M נמצאות על מעגל שקוטרו BC. 

המיתר KM הוא קטע אמצעים במשולש ACD. 

והרדיוס OK הוא קטע אמצעים במשולש ABC. 

לכן KM = CD/2 = AB/2 = OM , לכן משולש KOM שווה שוקיים.

באופן דומה OLM משולש שווה שוקיים. 

לכן   (KOL = (KOM +(MOL = 60° + 60° = 120°.

לכן (KBP = (KBL =  60° (זווית היקפית), אבל משולש KBP ישר זווית.

לכן (KPB = 30° = זווית ביו אלכסונים.

פתרון שני. ניקח 3 ווקטורים: 
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u = AB , v = BC , w = CD

 ונבטא את הכל דרכם. קודם כל |u| = |v| = |w|.
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u+v+w = AD 

  ולכן  
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u+v+w

 = AM 

  ז.א.  
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w - u + v 

 = AMAB = BM 

w - u - v

 = AMAC = CM


שני ווקטורים אלה מאונכים, כלומר מכפלה סקאלרית 0:
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w - u + v w - u - v

 = 0 
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, 

0 = w - u + v  w - u - v= |w - u|  - |v|
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 |w - u|  = |v|



[image: image9.wmf] |w - u| = |v| = |u| = |w|


שואלים על זווית בין ווקטורים u+v , v+w. אבל היות והוקטורים u , v, w  שווי אורך, אז ווקטור u+v נמצא על חוצה זוויות בין ווקטורים u , v, וגם ווקטור v+w נמצא על חוצה זווית בין ווקטורים v, w , ולכן הזווית שמחפשים היא חצי מהזווית ביו ווקטורים u , w אבל ראינו 
[image: image10.wmf] |w - u| = |u| = |w|

 כלומר ווקטורים יוצרים משולש שווה צלעות ולכן זווית בינם °60 ומחצית הזווית היא °30.
פתרון שלישי. משולשים ACB, BCD שווי שוקיים, לכן חוצי זוויות B, C מאונכים לאלכסוני המרובע. לכן במקום לחשב את הזווית בין האלכסונים אפשר לחשב את הזווית בין חוצי הזוויות B, C.
שיקוף לגבי חוצה זווית B מעביר קטע AB לקטע BC, עוד שיקוף לגבי חוצה זווית C מעביר קטע BC לקטע CD. קומבינציה של שיקופים זה סיבוב בפעמיים הזווית בין חוצי הזוויות. לכן הזווית שמחפשים היא מחצית הזווית בין ישרים AB ו-CD. 
יהיה K אמצע AB, O אמצע BC.  

לפי נתון הזווית BMC ישרה, לכן M נמצא על מעגל שקוטרו BC ומרכזו O, לכן MO = רדיוס המעגל = BC/2.
KO הוא קטע אמצעים במשולש ABC, לכן KO = 2/AB .

KM הוא קטע אמצעים במשולש BCD, לכן KM = 2/CD.

אבל AB = BC = CD ולכן KM = MO = KO. לכן KMO משולש שווה צלעות.
לכן זווית בין ישרים KO, KM היא °60, והרי KO מקביל ל-AB, KM  מקביל ל-CD, ולכן זווית בין AB ל-CD היא גם °60, לכן הזווית שמחפשים היא °30.
פתרון רביעי. נשקף את הנקודה A לגבי ישר MB ונקבל נקודה 'A.
נשקף את הנקודה D לגבי ישר MC ונקבל נקודה 'D.

הזווית BMC ישרש ושווה לסכום זוויות BMA ו-CMD, לכן ישרים 'MA, MD' מתלכדים. אבל 'MA = MA = MD = MD', לכן נקודות 'A, 'D מתלכדות. משולש BC'A שווה צלעות. לכן סכום זוויות BA'M , CD'M היא °60.

לכן סכום זוויות BAM , CDM היא °60. 
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סכום זוויות במרובע ABCD היא °360, סכום זוויות A, D היא °60 לכן סכום זוויות B, C היא °300. כלומר סכום של זוויות הראש במשולשים שווי שוקיים ABC , BCD היא °60 לכן (APB = (PAB + (PBA = 30°  = זווית בין האלכסונים.

פתרון חמישי. נבצע סיבוב שכל כל הציור ב-°180 יחסית ל-M. אז A יעבור ל-D, D יעבור ל-A , B יעבור ל-'B, C יעבור ל-'C.
משושה ABCDB'C' הוא שווה צלעות (אבל לא משוכלל). ברור ש-BCB'C' הוא מקבילית, 

אלכסוניו נפגשים ב-M ומאונכים, לכן הוא מעוין. 

ז.א.              AB = BC = CD = DB' = B'C' = C'A = BC' = CB'
בפרט, משולש ABC' הוא שווה צלעות וזווית BAC' היא °60.
ניקח נקודה Z כך ש-ZABC מקבילית. אז בעצם ZABC מעוין, וכך גם ZAC'B'. אז ZC חוצה זווית ZAB, וגם B'Z חוצה זווית ZAC'. לכן זווית בין AC ל-AB' היא מחצית הזווית BAC', כלומר 30°.

אבל BD מקביל ל- AB', לכן זווית בין AC ל-BD היא גם 30°.
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