6. נתון מספר אי-רציונלי a, כך ש-0 < a < 1/2  . מ-a נגדיר מספר a1 בתור המספר הקטן מבין   2a   ו-   1–2a  . 

מ-a1 נגדיר a2 באותה צורה, וכך הלאה.

א. הוכח שקיים n שבשבילו an < 3/16.

ב. האם יכול להיות ש- an > 7/40 לכל n טבעי? 
א. פתרון ראשון. קודם כל, כל לראות שאין מספרים רציונליים בסדרה (אם an רציונלי אז an-1 גם, וכל באינדוקציה נגיע ל-a). נוכיח סדרת טענות לפי הסדר:

טענה 1. קיים n שבשבילו an < 1/3 .

טענה 2. קיים n שבשבילו an < 1/4 .

טענה 3. קיים n שבשבילו an < 1/5 .

טענה 4. קיים n שבשבילו an < 3/16 .

הוכחת טענה 1. אם  1/3 < an < 1/2  אז   an+1 = 1 – 2an < 1/3.
הוכחת טענה 2. אם 1/4 < an < 1/3, כלומר an = 1/3 – x  כאשר 0 < x < 1/12
אז an+1 = 1 – 2an  = 1/3 + 2x      (הרי 1/6 > 2x )
ואז   an+2 = 1 – 2an+1 = 1/3 – 4x  (הרי 1/12 > 4x ).
אם 1/4 < an+2 < 1/3 עדיין, אז  an+4 = 1/3 – 16x, וכן הלאה, וזה יעבור את 1/4 בשלב מסוים (כי זה לא יכול להגיע למספרים שליליים). 

הוכחת טענה 3. אם 1/5 < an < 1/4,    אז 2/5 < an+1 = 2an < 1/2
ואז 1/5 > an+2 = 1 – 2an+1 > 0.

הוכחת טענה 4. אם 3/16 < an < 1/5, כלומר an = 1/5 – x  כאשר 0 < x < 1/240
אז      an+1 = 2an  = 2/5 – 2x      
ואז        an+2 = 1 – 2an+1 = 1/5 + 4x  

אבל אז  an+3 = 2an+2  = 2/5 + 8x
ולכן     an+4 = 1 – 2an+3 = 1/5 – 16x  .

אם גם 3/16 < an+4 < 1/5  , אז an+8 = 1/5 – 256x , וכן הלאה, עד שנעבור את 3/16 (ואם לא, נצטרך להגיע למספרים שליליים).
פתרון שני מבוסס על תרגום לבסיס ספירה בינארי. בבסיס ספירה בינארית כל מספר x בין 0 ל-1 אפשר לרשום בתור אפס, נקודה, ואז סדרה אינסופית של אפסים ואחדים. לפי הגדרה, אפס שאחריו רשומה סדרה אינסופית של אחדים אפשר להחליף ב-1 שאחריו רשומה סדרה אינסופית של אפסים, 

למשל  1 = ....0.1111111 . מספר 3 בבינארי נרשם 11, ומספר 1/3 נרשם כך: ...0.0101010101 בשביל להשתכנע בזה יש להכפיל את השבר שרשמנו ב-11. כמובן, כמו גם ברישום העשרוני, שבר מחזורי מתאים למספר רציונלי, ושבר לא מחזורי – מספר אי-רציונלי. הסיבה לכך, שאנחנו שנוח להשתמש ברישום בינארי בבעיה זו היא שפעולות מקבלות ביטוי נוח. 
למשל כפל ב-2, שהוא 10 בינארי, זה פשוט הזזה של כל הספרות שמאלה. לפעולה 1 – x  עבור מספרים בין 0 ל-1 גם יש ביטוי פשוט: צריך להפוך את כל הספרות אחרי הנקודה – אפסים לאחדים ואחדים לאפסים. 
הקוראים יכולים לבדוק לבד בתור תרגיל את כל התכונות של שמספרים הבינאריים שהזכרנו. 
ובכן, בכל שלב יש לנו מספר בינארי, שספרתו הראשונה אחרי הנקודה היא 0. אנחנו בכל שלב מזיזים את הנקודה הבינארית שמאלה, ואם יש צורך (אם ספרה ראשונה אחרי הנקודה 1) אז הופכים את כל הספרות אחרי הנקודה. 

צ"ל שאם מספר לא מחזורי, אז בשלב מסוים יהיה מספר שקטן מ-0.0011 (שזה הרישום הבינארי של 3/16). נניח אחרת.
ברור שאין במספר רצף של 3 אפסים (אחרת כאשר נקודה בינארית תגיע לשם, יהיה מספר שקטן מ-0.001). מאותה סיבה אין רצף של 3 אחדים (כי כאשר נקודה בינארית תגיע לשם, יהיה רצף של 3 אפסים, כי אנו נהפוך את הספרות. לכן אפסים ואחדים באים ברצפים של 1 או 2. אם יש רק רצפים של 1, אז מקבלים סדרה מחזורית ...0101010 וזה נותן מספר רציונלי, וזה לא יתכן. לכן יש גם רצפים של 2. אחרי כל רצף של שני אפסים חייבים לבוא שני אחדים, הרי אחרת, כאשר תגיע לשם הנקודה הבינארית, נקבל מספר שקטן מ-0.0011. מאותה סיבה אחרי רצף של שני אחדים יהיה רצף של שני אפסים (כי כאשר נגיע לשם, נהפוך את הספרות). לכן מאותו רגע שיש שני ספרות זהות ברצף, יתחיל מחזור: ...001100110011 ולכן המספר רציונלי.

ב. תשובה: כן. 
פתרון. נתרגם את 7/40 לרישום בינארי. 7/40 = 5/40 + 2/40 = 1/8 + 1/4∙1/5 .
בבינארי 5 זה 101 ולכן 1/5 זה ...0.001100110011.

לכן 1/4∙1/5 זה ...0.00001100110011, והרי 1/8 זה 0.001, לפיכך 7/40 זה

...0.00101100110011

אנחנו רוצים לבנות מספר a כך שכל an יהיו גדולים ממספר זה.
לכן אסור שיהיו רצפים של 3 ספרות זהות, אבל מותר שיהיה לסדרה זנב שמתחיל בשני ספרות שונות, למשל 01, ומותר שיהיה רצף של 2 בתנאי שאחריו יש סדרות מסוימות: למשל מותר 0011 או 00101101 או 001011001101 אבל אסור שיהיה 00100 או 001010 או 0010110010.

כמובן, אותם דברים אפשר להגיד על רצפים הפוכים: למשל 1100 מותר, אבל 11011 אסור (כי כאשר נגיע לשם, נהפוך את כל הספרות).

אפשר להעביר לצורת רישום שונה: נרשום סדרה של מספרים, כאשר כל מספר מסמן את אורך הרצף של ספרות זהות. אז למספרים שלנו הרישום יהיה מורכב ממספרי 1 ו-2. למשל מספר  ...0.00101100110011 ירשם כך 21122222.

זה יותר נוח, כי זה יותר קצר ואין הבדלה בין מספר למספר הפוך (ואז, כאשר מוחקים ספרות ראשונות של סדרה, אין צורך "להפוך"). 
אז התנאים מקבלים צורה פשוטה: ברישום משתמשים רק ב-1 ו-2, ואחרי כל 2 צריך לבוא או 2 או שצריך לבוא 11 ואחרי זה כמות אי-זוגית של 2 עד שיבוא שוב 1. מכאן קל לבנות דוגמאות: 
דוגמא ראשונה: ...21122211222221122222221122222222211, 

הפעם ה-K לבין הפעם ה-1+K שמופיע 11 יש רצף של 1+K2 פעמים 2.

ברור שזה לא מחזורי.

דוגמא שנייה: ... 11222112112221122211211, כל פעם אחרי 11 רושמים או 2 או 222, לפי ספרות של מספר אי-רציונלי בינארי כלשהו (אם יש 0 באותו מספר במקום K רושמים 2 בפעם ה-K אחרת 222) , ואז שוב הסדרה לא תהיה מחזורית. בתור מספר בינארי אי-רציונלי אפשר לקחת למשל רישום בינארי של 
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