4. במשולש חד-זווית חסום מעגל בעל רדיוס R. 
למעגל זה מעבירים 3 משיקים שמחלקים את המשולש למשושה ו-3 משולשים ישרי זווית. גודל ההיקף של המשושה הוא Q. 
יש למצוא את סכום הקטרים של המעגלים שחסומים במשולשים ישרי הזווית.
תשובה: Q + 6R  .

פתרון. נשתמש בשתי טענות.

טענה 1. יהיה ABC  משולש ישר זווית (זווית B ישרה), r רדיוס מעגל החסום, R רדיוס המעגל שמשיק לצלע BC ולהמשכי הצלעות AC, AB (חסום מבחוץ), אז BC = R + r.
טענה 2. נתון מצולע בעל מספר זוגי של צלעות שחוסם מעגל. אז סכום הצלעות הזוגיות שלו שווה לסכום הצלעות האי-זוגיות.

בהיסתמך על שתי הטענות האלה, קל לפתור את השאלה.

נסנן את הצלעות המשושה a, b, c, d, e, f , כך שצלעות האי-זוגיות a, c, e הם המשיקים שמפרידים בין משושה למשולשים קטנים, ורדיוסים המעגלים שחסומים במשולשים הקטנים המתאימים הם ra, rc, re. 
טענה 1 אומרת:    a = ra + R , c = rc + R , e = re + R .
טענה 2 אומרת:         a + c + e = b + d + f.

ולכן היקף המשושה הוא:

P = a + b + c + d + e + f = 2.(a + c + e) = 2.(ra + R + rc + R + re + R) = = 2.ra + 2.rc + 2.re + 6R = Q + 6R

מש"ל. 
נשאר להוכיח טענות. אנחנו נשתמש הרבה פעמים במשפט ידוע: שני משיקים מנקודה מסוימת למעגל מסוים שווים. 

הוכחת טענה 1. יהיו K, M, N נקודות השקה של מעגל חסום עם הצלעות BC, AC, AB בהתאמה והמרכז של מעגל חסום – I.

קל לראות כי KONB – מלבן, הרי 3 מהזוויות שלו (B, N, K) ישרות, וצלעותיו ON, OK שוות r, לכן הוא אפילו ריבוע וכל צלעותיו שוות r.

קל לראות גם CK = CM , AM = AN (שני משיקים מאותה נקודה שווים). לכן

AB + BC + CA = AN + NB + BK + KC + CM + MA = 

= 2r + 2∙CM + 2∙MA = 2(r + CA)  

יהי מרכז של מעגל חסום מבחוץ – J, ויהיוW , V , T  נקודות השקה שלו עם צלע BC ועם המשכי הצלעות, AC, AB בהתאמה.
קל לראות כי TOWB – מלבן, הרי 3 מהזוויות שלו (B, T, W) ישרות, וצלעותיו OT, OW שוותR , לכן הוא אפילו ריבוע וכל צלעותיו שוות R.

קל לראות גם CV = CT , AW = AV (שני משיקים מאותה נקודה שווים). לכן

AB + BC + CA = AW – BW + BT + TC + AV – CV = 

= 2AW = 2(AB+BW) = 2(AB + R)  

ובכן קיבלנו שתי משוואות:

AB + BC + CA = 2(r + CA)  
AB + BC + CA = 2(AB + R)  
נחבר את המשוואות 
2(AB + BC + CA) = 2(r + CA + AB + R)  
נחלק ב-2 ונצמצם.                     BC = r + R. 

מש"ל.

הוכחת טענה שנייה. מעגל שחסום במצולע בעל N2 צלעות משיק לצלעותיו ב-N2 נקודות השקה. כל נקודה השקה מפצלת את הצלע שלה ל-2  קטעים, וכך נוצרים N4 קטעים שונים, כאשר כל צלע מורכבת מ-2 קטעים. 
ה-N4 קטעים האלה שווים בזוגות, (כל 2 קטעים שצמודים לקודקוד משותף שווים), כלומר אם ניקח את האורכים של הקטעים, אז נקבל N2 מספרים שכל אחד מתאים לקודקוד מסוים ומופיע פעמיים. 
אם ניקח סכום של כל הצלעות הזוגיות נקבל את סכום של N2 המספרים האלה. אם ניקח סכום של כל הצלעות האי-זוגיות נקבל את אותו דבר. מש"ל.
