1. על הגרף של פולינום (רב-איבר) בעל מקדמים שלמים צוינו שני נקודות בעלות קואורדינטות שלמות. הוכח כי אם המרחק בין הנקודות הללו – מספר שלם, אז הקטע שמחבר אותם מקביל לציר ה-x.

פתרון

ריבוע המרחק בין הנקודות A(a, f(a)) ו- B(b, f(b))   שווה ל- (b – a)2 + (f(b) – f(a))2. 
 f(b) – f(a)  מתחלק ב- b – a   ללא שארית. נסמן את המנה ב- k. אזי ריבוע המרחק בין הנקודות שווה  (b – a)2 (1 + k2), ולכן 1 + k2 ריבוע שלם. זה אפשרי רק עבור k = 0. 
לכן f(b) – f(a)=0 מש"ל.
הערה: העובדה ש f(b) – f(a)  מתחלק ב- b – a   ללא שארית זו טענה ידוע על פולינומים. הקוראים שלא מכירים את הטענה יכולים להוכיח אותה לבד כתרגיל. 

רמז: להשתמש בנוסחא xn – yn = (x – y)(xn-1 + xn-2y + xn-3y2 + … + yn-1) .

נקודה עדינה: יכול להיות בעיקרון, שמספר מסוים (לדוגמה,  
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) לא שלם, אבל כאשר מכפילים אותו במספר שלם (למשל, (b-a) ) הוא כבר שלם. אבל, במקרה שלנו 
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 הוא שורש של מספר שלם ואם הוא לא שלם אז קל להוכיח שהוא אירציונלי. ולכן גם אחרי שנכפיל אותו במספר שלם הוא לא יהיה שלם.
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