6.  שני אנשים מחלקים גבינה. תחילה הראשון מחלק אותה לשני חלקים, אחריו השני בוחר בחלק אחד ומחלק אותו גם הוא לשני חלקים. כך הם ממשיכים עד שמתקבלים חמישה חלקים. כעת הראשון לוקח לעצמו חלק, אחריו השני לוקח לעצמו חלק מבין החלקים שנותרו, שוב תורו של הראשון לקחת וכך הלאה עד שלא יישארו חלקים. מצא/י  מהי הכמות הרבה ביותר של גבינה שיכול כל אחד מהשניים להבטיח לעצמו, ללא תלות בפעולותיו של השני.

תשובה: הראשון יכול לקבל 3/5, והשני 2/5 מהגבינה.
פתרון. ברור שאחרי שחילקו את העוגה, הראשון יכול לדאוג לכך החלק הכי גדול שיהיה אצלו יהיו החלק הכי גדול מתוך החמישה והחלק השני שלו יהיה לפחות כמו החלק  השלישי בגודלו מהחמישה. (כמובן, השחקן השני יכול במהלך השני לקחת את החלק השני בגודלו, אבל אז רק הוא יפסיד).  לכן, אפשר להניח, בלי הגבלת הכלליות, שהשחקן הראשון תמיד יקבל לאחר החלוקה את החלק הראשון, השלישי והחמישי בגודלו. בצורה דומה קל להראות, ששחקן שני תמיד יכול להבטיח לעצמו חלקים שני ורביעי (או משהו טוב יותר). לכן משקל של חלק ראשון + שלישי + חמישי לפי הגודל זה לא רק המינימום של מה ששחקן הראשון יכול להבטיח לעצמו אלא גם מקסימום. ובכן, אפשר להניח שבחלוקה הראשון יקבל חלקים ראשון, שלישי וחמישי, ומאותם סיבות אפשר להניח שבחלוקה האיש השני יקבל חלקים שני ורביעי.
אסטרטגית החלוקה עבור ראשון (כיצד לקבל 3/5 מהגבינה):

בהתחלה חותכים את הגבינה לשני חלקים: 2/5 ו 3/5
(1) נניח שהשני בחר לחלק את החלק הקטן, 2/5 לשני חלקים, X,Y כאשר X(Y. אז כרגע יש 3 חלקים: X, Y, 3/5. 

במקרה זה נחלק את X לשני חלקים שווים.  אז יהיה: 2 /X , 2 /X , Y, 3/5.
 (1.1) אם השני יבחר לחתוך כל  חלק אחר, פרת ל- 3/5 הראשון יקבל את החלק הזה, ואז הוא מקבל  3/5 לפחות.

  (1.2) אם השני יבחר לחתוך את החלק הגדול , יהיו 2 /X , 2 /X , Y, U, V. כאשר V(U. אז הראשון בהתחלה יכול לקחת לעצמו U. אם הוא ייקח גם את V אז כבר יהיו לו 3/5, לכן השני ינסה למנוע את זה ויצטרך לקחת V (שאינו עולה על 3/10 הרי  V(U, ובנוסף V+U=3/5 ). אז הראשון ייקח  Y, והשני ייקח  2 /X. אבל X ( 1/5 ולכן 2 /X ( 1/10. ובכן, מה שהשני מקבל במצב זה אינו עולה על 3/10 + 1/10 = 2/5 כלומר במקרא זה הראשון מקבל 3/5 לפחות.
(2) נניח שהשני (במהלך ראשון שלו)  בחר לחלק את החלק את החלק הגדול, 3/5 לשני חלקים שגדולים מ- 1/5, כלומר X,Y כאשר 2/5>X(Y>1/5. אז כרגע יש 3 חלקים: X, Y, 2/5. (נשים לב כי (Y 3/10X(, הרי X+Y=3/5=6/10).
אז הראשון יחתוך את Y לשני חלקים: 1/5 ו Z שקטן מ- 1/5. כרגע יש 4 חלקים: 2/5, 1/5, X, Z (כאשר X>1/5>Z)  מקודם שמנו לב, כי (Y 3/10 ולכן ( Z 1/10.

כעת יש לשני מספר אפשרויות:

 (2.1) נניח שהשני יחתוך את 2/5 לשני חלקים, U ו-V. אז יש 5 חלקים, שהם 1/5, X, Z, U, V, ונתון X+Z=2/5=V+U. לכן החלק הגדול ביותר + החלק הקטן ביותר זה 2/5, ו 1/5 זה החלק האמצעי בגודלו. כמו שהסברנו מלכתחילה, אפשר להניח שהראשון מקבל את החלקים הכי גדול, הכי קטן ואמצעי, וסכומם במקרה זה 3/5.
 (2.2) אם האיש השני במהלך השני שלו יחליט לפצל את Z, אז הראשון ייקח תחילה את 2/5, ואחרי זה את 1/5 (או את X שזה עוד יותר גדול) ואז כבר יהיו לו 3/5.

 (2.3) אם האיש השני יבחר לחתוך את X אז יהיו 2/5, 1/5, Z, U, V כאשר Z+U+V= 2/5. אז הראשון ייקח את 1/5. אם השני לא ייקח  את 1/5, אז הראשון יוכל לקחת אותו כבר במהלך הבא ואז כבר יהיו לו 3/5. לכן נניח שהשני ייקח את 1/5 בהזדמנות הראשונה. אז הראשון ייקח את החלק הגדול מבין V,U, Z, השני ייקח את החלק השני, וראשון ייקח את מה שיישאר. ברור שבחלוקה של V+U+Z הראשון קיבל לפחות חצי מהסכום, כלומר לפחות 1/5 וביחד עם 2/5 שהיו לו 3/5.
 (2.4) במקרה שהשני יבחר במהלך השבי שלו לחלק את 1/5 , נגיד, ל- U ו-V, U(V יהיו 5 חלקים: U, V, X, Z, 2/5.  אנחנו ראינו מקודם ש- 1/5>(Z 1/10 ולכן U(Z (הרי אחרת 1/5=U+V ( U2 > Z2 ( 1/5). ובכן, הראשון ייקח 2/5. אז השני יצטרך לקחת את X, אחרת ראשון ייקח את X  וכבר יהיו לו 3/5 מהכל. אז הראשון ייקח את V. אז השני יעדיף לקחת את Z ולא את U, כי Z יותר גדול. אז הראשון יקבל גם את U ויהיה לו U+V+2/5=1/5+2/5=3/5.
(3) אפשרות אחרונה: השני, במהלך ראשון שלו בחר לחלק את החלק את החלק הגדול, 3/5 לשני חלקים שאחד מהם אינו גדול יותר מאשר 1/5, כלומר X,Y כאשר   1/5 ( X ,ואז  Y ( 2/5. אז כרגע יש 3 חלקים: X, Y, 2/5.

אז נחלק את החלק 2/5 לשני חלקים: X ו- Z. ברור ש  X ( 1/5( Z. ברור בנוסף ש Z+1/5=Y הרי Z+X+1/5=Y+X. כרגע יש 4 חלקים: X, X, Y, Z. 
 (3.1) אם השני יחליט לפצל את Z, אז הראשון יוכל לקחת את Y ואת אחד ה-X ים וזה כבר 3/5.
 (3.2)  נניח שהשני יחליט לפצל את אחד מה-Xים. אז הראשון ייקח את Y, ואחר כך הוא יוכל לקחת או את Z (במקרה הטוב), או את X שעוד לא פוצל (במקרה הגרוע) ובכל מקרה כבר יהיו לו 3/5, הרי X+Y= 3/5, ובנוסף Z(X.

 (3.3) נניח, שהשני בחר לפצל את Y לשני חלקים, U, V. מקבלים X, X, Z, U, V.
   (3.3.1) אם גם U וגם V קטנים מאשר Z הראשון ייקח תחילה את Z ואז הוא יוכל להבטיח לעצמו  את אחד מהX ים ואת אחד מנציגי הזוג U, V (הרי כאשר השני ייקח חלק מסוים מתוך זוג U, V או מזוג X, X הראשון ניקח את החלק הנותר). אז, נגיד שהראשון מקבל X+U+Z או X+V+Z וזה בכל מקרה גדול יותר מ- X+U+V = 3/5.
   (3.3.2) אם אחד מהמספרים U, V גדול מ Z. נניח ש U>Z, ואז גם U>1/5 (לגבי V לא יודעים).  אז הראשון ייקח את U , ויוכל להבטיח לעצמו חלק אחד גם מזוג  X, X וחלק אחד מזוג V, Z. אם הוא יקבל את U+V+X אז זה בדיוק 3/5, אחרת הוא יקבל U+Z+X=U+2/5 > 3/5 ושוב מקבלים יותר מאשר 3/5.
אסטרטגיה עבור השני (כיצד לקבל 2/5 מהגבינה)
יש מספר מקרים

 (1) אם לאחר המהלך הראשון נוצרים שני חלקים, ששניהם גדולים או שווים ל 2/5, השני יחתוך חתיכה קטנה מהחלק הגדול, כך שיישאר חלק שעדיין יותר גדול מאשר 2/5 מהכל. כרגע יש לנו שני חלקים X, Y שגדולים או שווים ל 2/5, ועוד חלק קטן.

  (1.1) אם הראשון יחליט לחתוך את החלק הקטן, גם השני יחתוך ממנו. אז יוצרו 3 חלקים קטנים, ושני שלקים גדולים X ו- Y. השני יוכל לקחת אחד מהם ולקבל 2/5.
  (1.2) אם הראשון יבחר לחתוך את אחד החלקים הגדולים, נגיד את X. הוא יחתוך את X ל U+Z, כאשר, U(Z. אז U קטן מ 2/5 ולכן קטן מ- Y.

לכן לשחקן השני יש אפשרות לחתוך את Y לשני חלקים, U+T. אז השני יכול להבטיח שהוא יקבל את אחד ה-Uים, וגם יקבל Z או T, ולכן הוא יקבל בסך הכל X  או Y וזה לפחות 2/5.

 (2) כאשר במהלך הראשון נוצר חלק אחד שקטן או שווה ל 1/5 (וחלק שני הוא לפחות 4/5) אז השני יחלק את החלק הגדול לשני חלקים שווים. אז אנחנו נגיע למצב שזהה למקרה (1), ושם כבר הסברנו כיצד לנצח.
אז השני יפצל את החלק הגדול לשני חלקים שווים.

 (3) הראשון במהלך הראשון שלו מחליט ליצור שני חלקים, שהקטן מהם גדול  מ 1/5 וקטן מ 2/5 (ואז החלק השני גדול מ 3/5 וקטן מ 4/5).

אז השני יחתוך את החלק הגדול לשני חלקים שאחד מהם 2/5. אז יהיו 3 חלקים: 2/5, X ו- Y, כאשר X ו- Y גדולים מ- 1/5 אבל קטנים מ- 2/5 (וסכומם 3/5). 

עכשיו יש שני אפשרויות בהתאם למהלך של הראשון:

  (3.1) אם השני יחליט לחתוך 2/5 ל- U+V אז השני יחתוך, נגיד, את Y ל- 1/5+Z. אז יהיו לנו: 1/5, Y, Z, U, V כאשר V+U=Y+Z=2/5. במקרא זה השני מקבל 2/5 בדיוק (אנחנו הסברנו את זה בסעיף (2.1) של האסטרטגיה עבור השחקן הראשון,  ולכן לא נחזור על זה).
  (3.2) אם הראשון יבחר לחתוך את X או את Y. נניח שאת X, לשני חלקים, Z ו- T. אז כרגע יש 4 חלקים: 2/5, Y, Z, T, כאשר Z+T+Y=3/5. נניח ש T(Z(Y (אחרת נשנה שמות של החלקים) אז 2/5>(Y1/5,  1/5 T(. 
אז השחקן השני יחתוך את 2/5 ל Y+S. אז יש 5 חלקים: Y, Y, Z, S, T. השני תמיד יכול לקחת את אחד ה-Yים ובנוסף Z או S. בכל מקרה, Y+S זה 2/5 וגם Y+Z זה לפחות 2/5.
     6. Pustj vsego syra 50 (funtov).  Igrajut I i II. R_1, R_2

- rezuljtaty I i II , D = R_1-R_2. Jasno, chto posle razreza ra-

botaet zhadnyj algoritm. Poehtomu narez  N(a,b) = {10,10-a,10-b,

10+a,10+b} daet R_1=30, a R_2=20. Krome togo, pri nareze {a,b1

>= b2, c1 >= c2}  R_1 >= a+b2+c2.

     Vsjudu dalee schitaem x <= y,  a <= b <= c. Pokazhem, kak za

I poluchitj R_1 >= 30 ili D >= 10.

     Khod 1:  delim {30,  20}.  Na ljuboj otvet I mozhet poluchitj

odnu iz dvukh pozicij:  K(a)={20, 10+a, 10, 10-a} (gde a<5) ili

L(a)={20+a, 10-a, 10+a, 10-a} (gde a >= 5).

     Sluchaj K.  Esli II delit 20,  budet N(a,b). Esli II delit

10-a ili 10+a tak, chto b'oljshaja chastj >=10, to R_1>= 20+10=30.

Esli II delit 10 = x+y, to x <= 5 <= 10-a, y <= 10+a,  poehtomu

R_1 >=20+x+y=30.  Esli II delit 10+a=x+y, gde y<=10, to x>= a,

narez {20, y>= x, 10+a >= 10-a}, poehtomu R_1> = 20 + x+10-a >=

20+a+10-a = 30.

     Sluchaj L.  II vynuzhden delitj 20+a=x+y, narez {y, 10+a >=

x, 10-a >= 10-a}, poehtomu R_1 >= y+x+10-a=20+a+10-a=30.

     Pokazhem, kak igratj za  II  chtoby poluchitj  R_2 >= 20 ili

D<= 10.  Pustj pervyj khod byl {x,y}. Esli x<10 ili x>20, to II

delaet {a, b, b}, gde a<10, i, povtorjaja khody na ravnykh kuskakh,

dobivaetsja D<= a<10.  Inache II delaet {p,q,20}, gde p i q>=10.

Esli v otvet I rezhet kusok 20,  to II delaet N(a,b). Inache pe-

red II pozicija {a, b, s, 20}, gde a+b+c=30. On khodit {a, b, s,

b,  20-b}. Jasno, chto a+b<= 20, b+c>= 20, poehtomu a<=20-b<= c i

R_2=b+(20-b)=20.

