7. במעגל עומדים קופסאות. בכל קופסה יש מספר כדורים (יכול להיות גם 0 אן 1). בכל מהלך מוציאים את כל הכדורים מקופסא מסוימת ומכניסים אותם לקופסאות, כדור אחד בקופסא, כאשר עוברים על הקופסאות לפי כיוון השעון, ומתחילים בקופסה הבאה אחרי הקופסא שממנה נלקחו הכדורים. 
(כל הכדורים זהים לחלוטין).

א. נניח שבכל מהלך (חוץ מהראשון) מותר לקחת רק כדורים מהקופסא שאליה הכניסו את הכדור האחרון הוכח כי ברגע מסוים הסידור ההתחלתי של הכדורים יחזור על עצמו.

ב. נניח שעכשיו מותר לקחת כדורים מכל קופסא שרוצים. האם אפשרי להעביר כל מצב לכל מצב אחר?

פתרון. א. נשים דגל על השולחן, שכל פעם יעמוד ליד קופסה שממנה מוצאים כדורים, וכאשר נחלק את הכדורים ממנה נעביר את הדגל שיעמוד ליד הקופסה שבה הכנסנו את הכדור האחרון. הדגל יאפשר לזכור מאיזה קופסה להתחיל במהלך הבא.

מכיוון שיש מספר סופי של דרכים לפזר כמות מסוימת של כדורים בקופסאות נתונות, וגם עבור מיקום הדגל יש מספר סופי של מצבים, אז המצבים יתחילו לחזור על עצמם. בפעם הראשונה שהמצב המסוים יופיע פעם שנייה זה אחרי M מהלכים, כאשר יופיע מצב שכבר הופיע אחרי K מהלכים. 


טענה. ניתן לשחזר את המצב הקודם לפי המצב הנוכחי (המצב כולל את מיקום הדגל). כלומר, אם אחרי K מהלכים יש מצב זהה למצב אחרי M מהלכים, כאשר K, M > 0, אז המצב אחרי 1 – K מהלכים זהה למצב אחרי 1 – M מהלכים.

מהטענה נובע, שאם בפעם הראשונה שהמצב הופיע פעם שנייה זה אחרי M מהלכים, אז זה המצב ההתחלתי, כי אם זה מצב שהופיע אחרי K מהלכים, אז אחרי 1 – M מהלכים כבר היה מצב שחזר על עצמו, כלומר אחרי M מהלכים זו לא הייתה הפעם הראשונה. נשאר להוכיח את הטענה.
הוכחת הטענה. המקרה הפשוט הוא כאשר בקופסה שממנה הוציאו כדורים כמות הכדורים הייתה קטנה מכמות הקופסאות. אז הקופסה שממנה הוציאו כדורים ריקה, וכל הקופסאות האחרות מהקופסה הזו ועד הדגל לא ריקות, כי בכולם הוסיפו כדור אחד. לכן כל לשחזר את המצב הקודם – הולכים נגד כיוון השעון מהדגל עד הקופסא הריקה הראשונה, ובדרך לוקחים מכל קופסא כדור, ואז מחזירים את כל הכדורים האלה לקופסה הריקה הראשונה ומעבירים אליה הדגל.

המצב שהוא קצת יותר קשה, אבל לא בהרבה, זה כאשר בקופסה שממנה לוקחים כדורים יש יותר כדורים מאשר קופסאות.
אם כמות כדורים בקופסא זו מתחלקת בכמות הקופסאות, אז אנחנו נשים K כדורים בכל קופסא ונעביר את הדגל למקום, לכן כמות מינימאלית של כדורים בקופסא תהיה באותה קופסא של הדגל ונדע גם מה הוא K.

אם כמות כדורים בקופסא זו לא מתחלקת בכמות הקופסאות, אז בחלק מהקופסאות נשים K כדורים, ובחלק 1+K, כולל הקופסא האחרונה. קל להפריד מצב זה מהמצב הקודם, כי כאן בקופסת הדגל לא תהיה כמות מינימאלית של כדורים. כאשר נלך נגד כיוון השעון בפעם הראשונה שנראה קופסא שבה יש כמות מינימאלית של כדורים זו תהיה קופסא שלקחנו ממנה. כך נדע מהו K ונדע שבכל הקופסאות מהדגל (כולל) ועד הקופסא הזו (לא כולל) הכנסנו 1+K כדורים וקופסאות האחרות K כדורים, ונוכל לשחזר את המצב. 

ב. נמספר קופסאות, מ-1 עד N, לפי כיוון השעון. נפצל את ההוכחה לטענות: 

טענה 1. אם אפשר להגיע ממצב א' למצב ב', אז אפשר להגיע ממצב א' למצב ב'.
טענה 2. אפשר תמיד להגיע למצב, שבו כל הכדורים נמצאים בקופסא מספר 1.

משילוב של שתי הטענות נובע, שממצב שבו כל הכדורים נמצאים בקופסא 1 אפשר להגיע לכל מצב אחר. לכן ממצב כלשהו A אפשר קודם להגיע למצב שבו כל הכדורים בקופסא מספר 1, ואז אפשר להגיע למצב B כלשהו, לכן עבור כל שני מצבים A, B אפשר להגיע מ-A ל-B, מש"ל. נשאר להוכיח טענות.

הוכחת טענה 1. בסעיף א' ראינו, שאם עושים פעולות בסדר מסוים, אז חוזרים למצב ההתחלתי. לכן כל פעולה אפשר להפוך באמצעות פעולות כאלה. לכן גם כל סדרה של פעולות אפשר להפוך.

הוכחת טענה 2. נפעל בשיטה פשוטה: תמיד ניקח כדורים מהקופסא שהמספר שלה הוא הכי גדול (כל עוד שלא כל הכדורים בקופסא 1). בצורה כזאת כמות הכדורים בקופסא 1 אף פעם לא יקטן. כל פעם שיש כדור בקופסא N אז מספר הכדורים בקופסא N אפילו יגדל, ב-1 לפחות. 

אם הקופסא בעלת מספר הכי גדול שיש בה כדור היא K אז במהלך הבא נכנס כדור לקופסא 1+K, לכן מספר הכי גדול של קופסה שיש בה כדור עולה לפחות ב-1. לכן אחרי פחות מ-N מהלכים יהיה כדור בקופסה N, לכן כל N מהלכים כמות הכדורים בקופסה ראשונה גודל. לכן מתישהו כל הכדורים יגיעו לקופסא מספר 1.
