6. א. מספר ריבועים שחורים שאורך צלעותיהם 1 ס"מ מחוברים למישור לבן באמצעות מסמר שהעובי שלו 0.1 ס"מ. כך נוצר מצולע שחור. האם יתכן שההיקף של הצורה הזאת גדול מקילומטר? (המסמר לא נוגע בגבולות הריבועים)

ב. אותה שאלה, אבל עובי המסמר 0 (מסמר נקודתי).

ג. מספר ריבועים שחורים שצלעותיהם 1 והם נמצאים על מישור לבן, יוצרים צורה (שהיא יכולה להיות מורכבת ממספר חלקים ועלולים להיות בה חורים). האם היחס בין היקף הצורה לשטח שלה להיות יותר גדול מ-100000?
תשובה. לא לכל השאלות.

פתרון. נוכיח טענה. 
טענה. יהיו P היקפה ו-S שטחה של צורה מורכבת מריבועי יחידה שמוחזקים על ידי מסמר שרדיוסו R. אז PR/2 < S.

הוכחת הטענה. יהיה C מרכז המסמר. הקווים שמחברים את C לקודקודי הצורה נמצאים כולן בתוכה (כי כל קוו כזה נמצא בתוך אחד מהריבועים). 

הקווים האלה מחלקים את ההיקף לצלעות, ואת השטח למשולשים. גובה של כל משולש גדול ממש מ-R, כי הבסיס של המשולש הוא ריבוע שמכיל מסמר. לכן שטח של משולש גדול מצלע שלו כפול R/2. כאשר מסכמים את האי-שוויונים האלה על כל המשולשים, מקבלים את הטענה.

א. במקרה זה רדיוס המסמר R = 1/20 לכן הטענה אומרת S > P/40.

מצד שני הצורה כולה מוכלת בעיגול שמרכזו במרכז המסמר ורדיוסו 
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, לכן שטחו π2. לכן P < S40 < π80 < 400.

ג. נחלק את המישור למשבצות ריבועיות שצלעותיהם 1/3. מרחק הכי גדול בין שני משבצות בתוך המשבצת הוא האלכסון, 
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/3. אם מרכז של ריבוע שחור נמצא במשבצת כלשהי, אז הריבוע השחור מכסה עיגול שרדיוסו 
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/3 < ½ ולכן הוא מכסה משבצת. 
נחלק את כל הריבועים השחורים לתת-קבוצות, בכל תת-קבוצה יהיו ריבועים שמרכזיהם נמצאים במשבצת מסוימת. נתבונן בצורה שנוצרת רק מריבועים של תת-קבוצה אחת. מסמר במרכז המשבצת שרדיוסו 1/6 דוקר את כל הריבועים האלה, ושטח שהם מכסים קטן ממעגל שרדיוסו 5
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/6, כלומר S < 50π/36
לכן 50π/36 > S > P/12 לפי הטענה, לכן ההיקף של צורה שמוגדרת על ידי תת-קבוצה של ריבועים אינה עולה על 50π/3.
היקף של איחוד של N קבוצות כאלה אינו עולה על 50πN/3 (כאשר מסתכלים על איחוד של כל תת-קבוצות קטעי גבול עלולים להיעלם אך לא יוצרו גבולות חדשים), מצד שני זה מכסה N משבצות, ושטח המשבצת 1/9, לכן שטח כולל לפחות N/9.

לכן יחס בין היקף לשטח של הצורה המקורים אינו עולה על 50π×3 < 500.

ב. לפי סעיף ג', יחס בין היקף לשטח קטן מ-500, ושטח אינו עולה על שטח עיגול שמרכזו במרכז המסמר ורדיוסו 
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, שזה π2. לכן היקף קטן מ-500 כפול π2 וזה קטן מ-4000.
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