4. א. על השולחן נמצאות מספר מפיות זהות, בצורה של משושה משוכלל. לכל מפית יש צלע שמקבילה לישר נתון. 

האם בהכרח אפשר לדפוק מספר מסמרים בשולחן, כך שדרך כל מפית יעבור מסמר אחד בדיוק? 

ב. אותה שאלה כאשר צורת המפית היא מחומש משוכלל.

תשובה. א. כן. ב. לא.
פתרון. א. נצייר תרשים, שבו המסמרים הם נקודות כחולות ומרכזי המפיות הן נקודות אדומות. שואלים אותנו, האם כל המשושים בגדול נתון שצלעותיהם מקבילים לישר נתון שמרכזיהם בנקודות אדומות, מכילים נקודה כחולה אחת בדיוק. אבל זה כמו לשאול האם משושים בגדול נתון שצלעותיהם מקבילים לישר נתון שמרכזיהם בנקודות כחולות, מכסים כל נקודה אדומה פעם אחד בדיוק.
אפשר להצמיד משושים זהים שצלעותיהם מקבילות לישר נתון זה לזה כך שהם יכסו את המישור. בשביל זה צרי כל פעם להצמיד משושה לאחד המשושים הקיימים לאורך הצלע. כמובן, אם צריכים לכסות שטח חסום, (כמו שולחן) אז מספיק מספר סופי של משושים.
כמובן, יתכן שאם נצייר משושים כאלה הם יכסו את הנקודות האדומות, אלה אם כן נקודה אדומה מסוימת (או מספר נקודות מסוימות) יפלו על גבולות המשושים. במקרה כזה צריך להזיז את רשת המשושים בווקטור מסוים כך שאף נקודה אדומה לא תהיה על הגבול. כמובן, יש ווקטורים לא מוצלחים, שמזיזים את אחד הגבולות לנקודה אדומה מסוימת. קבוצה של ווקטורים לא מוצלחים היא איחוד סופי של קטעים, כי קבוצה של ווקטורים שמעבירים קטע גבול מסוים לנקודה מסוימת היא קטע. אבל איחוד סופי של קטעים לא יכול לכסות מישור, לכן יש גם ווקטורים מוצלחים. 

לכן אפשר לצייר רשת משושים כזאת שהם יכסו כל נקודה האדומה פעם אחד, ובמרכזי המשושים האלה אפשר לדפוק מסמרים כך שהתנאי יתקיים.

ב. מחומש משוכלל שצלע שלא מקבילה לישר אופקי יכול לעמוד במישור בשני דרכים: קודקוד אחד מכוון כלפי מעלה או קודקוד אחד מכוון כלפי מטה. אנחנו נניח שכל המפיות מכוונות כלפי מעלה, ואפילו אז הראה שלא תמיד אפשר לדפוק מסמר. שוב, נסמן את המסמרים בנקודות כחולות ואת מרכזי המפיות בנקודות אדומות. אז הניסוח השקול הוא: מחומשים שמכוונים כלפי מטה שמרכזיהם בנקודות הכחולות מכסים כל נקודה אדומה פעם אחת.

נניח שנקודות אדומות יוצרות רשת צפופה מאוד על השולחן, למשל כל נקודה ששני הקואורדינאטות שלה מספר שלם של מילימטרים היא נקודה אדומה, כאשר צלע המפית = 10 סנטימטרים, ונניח שהצלחנו לכסות אותם באמצעות מחומשים מתאימים. ניקח מחומש כחול מסוים, ויהיו A, B שני נקודות שמחלקות את הצלע האופקי העליון שלו ל-3 חלקים שווים. ליד נקודה A מעל המחומש הזה יש נקודה אדומה P, וליד נקודה B מעל המחומש הזה יש נקודה אדומה Q, כאשר המרחקים AP, BQ קטנים ממילימטר. הקודקוד התחתון של מחומש בעל מרכז כחול שמכיל את P נמצא במרחק של פחות מסנטימטר מ-A, והקודקוד התחתון של מחומש בעל מרכז כחול שמכיל את P נמצא במרחק של פחות מסנטימטר מ-B. לשני מחומשים אלה יש חיתוך גדול, שמכיל הרבה נקודות כחולות, וזה לא יתכן.
