3. מכפילים את כל הביטויים מהסוג 
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. 
הוכח כי התוצאה היא 

א. מספר שלם.

ב. ריבוע של מספר שלם.

פתרון. נחלק את המכפלה לשני חלקים: מכפלה של כל המספרים מהסוג 
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 כפול מכפלה של כל המספרים מהסוג 
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בעצם, במכפלה השנייה יש מספר   – x לכל מספר x מהמכפלה הראשונה.

אבל במכפלה השנייה יש מספר זוגי (299) גורמים, לכן המינוסים מצטמצמים ויוצא שהמכפלה השנייה שווה למכפלה הראשונה. לכן מספיק להוכיח שהמכפלה הראשונה היא מספר שלם, ומזה נקבל שהמכפלה הכוללת היא ריבוע שלם.

נתבונן במצב כללי יותר: מכפלה של כל המספרים 
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. כאשר במכפלה זו נפתח סוגריים נקבל פולינום (סכום של מכפלות החזקות) ב-99 משתנים 
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. אפשר לראות אותו גם בתור פולינום במשתנה 
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 כאשר המקדמים הם פולינומים במשתנים 
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.
נשים לב שהפולינום זו פונקציה זוגית ב-
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. הרי אם נציב 
[image: image9.wmf]1

x

-

 במקום 
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 כל איבר במכפלה יהפוך לאיבר אחר במכפלה, והמכפלה תישאר אותו דבר. (אפשר לראות את זה גם שמכפילים איברים בסדר מתאים, כאשר קודם כל מכפילים זוגות איברים שבהם כל הסימנים חוץ מאשר סימן של 
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 אותו דבר.) לכן זה פולינום זוגי ב-
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 ויש בו רק חזקות זוגיות של 
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.
מסיבות דומות בפולינום הזה יש רק חזקות זוגיות של xk עבור כל k.
כמובן גם שמקדמי הפולינום שלמים, כי קיבלנו אותו ממכפלת הפולינומים בעלי מקדמים שלמים. לכן יש לנו פולינום אם מקדמים שלמים שיש בו רק חזקות זוגיות של המשתנים. 
לכן אם נציב 
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