7. נתון אוסף משקולות, שמשקליהם בגרמים: 512 , ... ,4 ,2 ,1 (חזקות של 2) – משקולת אחת מכל משקל.אפשר לשקול מטען באמצעות משקולות אלה, כאשר מותר להניח את המשקולות על שני כפות המאזניים.

א. הוכח, שאף מטען אי-אפשר לשקול ב-90 דרכים שונות.

ב. מצא דוגמה למטען, שאפשר לשקול אותו ב-89 דרכים שונות.

פתרון. א. ברור, שאם יש לנו מטען בעל משקל זוגי, אז אי-אפשר להשתמש במשקולת שמשקלה 1, לא משנה באיזה צד. כמו כן, כאשר מטען מתחלק ב-4 אז אסור כבר להשתמש גם במשקולת שמשקלה 2, וכאשר מטען מתחלק אפילו ב-8 אז אסור גם להשתמש במשקולת שמשקלה, וכו'...
מותר להניח בלי הגבלת הכלליות שבמהלך השקילה אנחנו מניח את המשקולות שצריך להניח על המאזניים בסדר מהקל לכבד. אנחנו נגיד שפתרנו את השאלה mod 2k אם הפרש בין משקלי הכפות מתחלק ב-2k ואז ברור שכבר לא מניחים על המאזניים משקולות שמשקלם קטן מ-2k. 
במקרה המשקל זוגי, לא משתמשים במשקולת של 1, במקרה שהמשקל הוא אי-זוגי, חייבים  לשים משקולת של 1 על אחת הכפות, ואז צריך לאזן משקל 1+X, או משקל 1-X באמצעות משקולות 512 , ... ,4 ,2.

מתוך המספרים 1+X, 1-X ששניהם זוגיים אחד מתחלק ב-4, והשני לו. אז באחד המקרים אסור להשתמש במשקולת של 2 ובשני חייבים לנצל אותה על אחד הכפות. כאשר שמים 2 על כף אחת, נקבל מצב כמו במקרה הראשון שמתחלק ב-4, ואם נשים אותו על כף שנייה, נקבל הפרש משקלים בין הכפות ששונה ב-4 גרמים.
מתוך המספרים Y, 4+Y שיכולים להופיע כאשר פתרנו mod 4, יש אחד שמתחלק ב-8 ואחד שלא, במקרה השני חייבים לשים 8 על אחד הכפות, ואז או שחוזרים לאפשרות הראשונה, או למשקל ששונה ממנו ב-8 וכו'...
אם נמשיך כך, בסוף נקבל שני מצבים שנבדלים ב-512 גרמים ומתחלקים ב-512. אחד מהם הוא מתחלק ב-1024, ואם יש לנו מזל, אז זה מצב של 0, כלומר של שיווי משקל. אז את המצב השני אפשר להפוך לשיווי משקל כאשר מניח את המשקולת הכבדה על כף מסוימת.

נסתכל על התהליך שתיארנו. כאשר פתרנו שאלה mod 2k, יש לנו שני אפשרויות עבור הפרש בין הכפות: X גרמים ו- X+2k גרמים. נניח שאפשרות אחת מתקבלת ב-A דרכים ואפשרות שנייה ב-B דרכים. אז כאשר פתרנו mod 2k+1, יש לנו שני אפשרויות עבור הפרש בין הכפות: Y גרמים ו- Y+2k+1, אחת האפשרויות מתקבלת ב-A+B דרכים, והשנייה ב-A או ב-B דרכים. כלומר, 9 פעמים אנחנו מחליפים את אחד המספרים בסכום של שני האחרים, ובסוף כמות הפתרונות אינה עולה על סכום שני המספרים שהתקבלו. כמובן, המספרים יצאו יותר גדולים אם נחליף תמיד את המספר הקטן מבין A, B ב-A+B, וכמובן גם שכדאי להתחיל ממספר אי-זוגי (כאשר בהתחלה A, B יהיו 1, 1) ולא ממספר זוגי (כאשר הם יהיו 0, 1).
ואז mod 2 יש לנו 1, 1.

mod 4 יש לנו 1, 2.
mod 8 יש לנו 3, 2.
mod 16 יש לנו 3, 5.
mod 32 יש לנו 8, 5.
mod 64 יש לנו 8, 13.
mod 128 יש לנו 21, 13.
mod 256 יש לנו 21, 34.
mod 512 יש לנו 55, 34.
כלומר בסוף יכולים לקבל רק 55+34 = 89 דרכים.
הערה. ברור, שהמספרים שמתקבלים בתהליך הזה הם מספרי פיבונצ'י, הרי כל מספר הוא סכום של שני מספרים קודמים.

ב. בשביל שבסעיף א' בתהליך שתיארנו נרצה לחילופין להגדיל פעם את המספר הראשון, ופעם את השני. אבל בעצם תהליך אינדוקטיבי שתיארנו, של פתרון mod 2k, מהווה מחיקת ספרות אחרונות לפי הסדר ברישום בינארי של המשקל. החלטה איזה מספר, A או B, מחליפים ב-A+B נשלטת ע"י ספרה 0 או 1 ברישום הבינארי של המשקל, לכן המקסימום יהיה כאשר נתחיל אם משקל 101010101 גרמים ברישום בינארי, כלומר 341 גרמים ברישום העשרוני.
