6. יהיה 1+x+x2+...+xn-1=F(x)G(x) כאשר F,G הם פולינומים שכל מקדמיהם אפסים ואחדים.

יש להוכיח כי אחד הפולינומים, F או G, ניתן לרשום בתור (1+x+x2+...+xk-1)T(x) כאשר T(x) הוא גם פולינום, שכל מקדמיו אפסים ואחדים (כאשר 1<k).


פתרון. ברור שכדי שיהיה מחובר xm בפולינום G.F צריך להיות מחובר xq בפולינום F ומחובר xm-q בפולינום G, ועבור כל m יש q כזה אחד ויחיד.
לכן בכל אחד משני הפולינומים יש מחובר 1, ורק באחד הפולינומים יש מחובר x. נניח שמחובר x נמצא בפולינום F (ללא הגבלת הכלליות). אז אם רושמים את כל הפולינומים מהחזקה הנמוכה לפי הסדר של עליית החזקות, אז הפולינום F מתחיל ברצף ללא רווחים: 1+x+x2+...+xk-1 , שבו יש את כל החזקות הקטנות מ-k. 

הרישום של פולינום G מתחיל ב-1, והחזקה השנייה בו היא xk, הרי אם הייתה שם חזקה נמוכה יותר xa, אז בפולינום המכפלה היינו מקבלים מקדם 2 מול xa, ואם לא היה ב-G את xk, אז גם המכפלה לא היה xk, כי גם ב-F אין אותו.

(כמובן, יכול להיות שאין ב-G מחוברים חוץ מ-1, אבל אז סיימנו.)

נסתכל על כל רצף אחר של מחוברים של F שאין בינם רווחים. הרצף הזה מתחיל ב-xg ונגמר ב-xh-1. נניח גם, שזה הרצף של חזקות הכי נמוכות של F שהוא לא באורך k. אז המכפלה בין רצף זה ל-G נותנת גם xg+…+xh-1 וגם xg+k+…+xh+k-1  ולא קיבלנו אף חזקה פעמיים, לכן h-1 < g+k כלומר h – g  < k+1 כלומר אורך הרצף אינו עולה על k. אם אורך הרצף קטן מ-k אז קיים xt בפולינום F וגם  xh-t בפולינום G שמכפלתם תיתן את xh במכפלה. אבל אז g>t לכן xt בפולינום F שייך לרצף באורך k לפי הנחה. אבל אז מכפלה בין xh-t בפולינום G לבין ברצף שמכיל xt בפולינום F תיתן או את xh-1 או את xg+k לכן מקדם באחת החזקות יהיה 2 לפחות, סתירה. 
ובכן, כל הרצפים בפולינום F יהיו באורך k לכן אפשר להוציא מהסוגריים 1+x+x2+...+xk-1 ובתוך הסוגריים יהיה סכום של החזקות הנמוכות בכל הרצפים של F.
