6. מתבונן בסדרה שהאיבר ה-N שלה זו ספרה ראשונה של חזקה N2. יש להוכיח, שכמות של מילים שונים באורך 13, כלומר תת-סדרות של 13 מספרים רצופים, שווה 57.

פתרון. לכל מספר ממשי X גדול מ-1 נגדיר מילה שמתאימה לו באורך 13: נרשום את הספרה הראשונה של X, אח"כ ספרה ראשונה של X2, אח"כ ספרה ראשונה של X4, . . ., ובסוף ספרה אחרונה של X212.

טענה 1. בצורה כזאת אפשר ליצור 57 מילים.

טענה 2. בצורה כזאת מתקבלים בדיוק אותם המילים שמתקבלים כספרות ראשונות בסדרה של שורשי 2.
טענות 1 ו-2 הן יחסית קשות, לכן אנחנו נתחיל בטענות פשוטות יותר.

טענה 3. המילה שנוצרת ע"י X תלויה בעצם במספר {log10X} 
(כאשר {Y} זה חלק השבור של Y, כלומר {Y} = Y – [Y] כאשר [Y] זה חלק שלם של Y, וזה מספר שלם הכי גדול שלא עולה על Y.
בצורה יותר מדויקת, מספרים Z שנותנים את אותה מילה שמספר X נותן אלה בדיוק מספרים שעבורם {log10Z} נמצא בתחום מסוים [a,b).
נגיד שמספר ממשי הוא מספר צר אם ברישום העשרוני שלו יש רק ספרה משמעותית אחת ששונה מ-0, למשל 4 או 300 או 0.2.

טענה 4. כמות מילים שונות שאפשר לקבל מתוך מספרים ממשיים בשיטה שלנו הוא שווה לכמות המספרים X בתחום [1,10) שעבורם KX2 הוא מספר צר עבור K שלם מסוים,12 ≥ K ≥0  .

טענה 5. אם בין המספרים KX2 (כאשר 12  ≥ K ≥ 0) יש מספרים צרים, אז הם באים ברצף, בלי רווחים.

טענה 6. יש בדיוק 57 מספרים מהסוג שתיארנו בטענה 4.

הטענות 3-6 יעזרו להוכיח טענה 1, ונשתמש בעוד טענה חשובה שתעזור להוכיח את טענה 2. 

טענה 7. הסדרה aN={log10(2N)} צפופה בקטע (0,1] כלומר בכל תת-קטע (a,b] יהיה נציג של סדרה aN (ובעצם אינסוף נציגים של הסדרה).

בעצם, פירקנו את הפתרון לשלבים – טענות פשוטות יותר. ברור שהפתרון נובע ישירות מטענות 1 ו-2. הקוראים יכולים לנסות להוכיח לבד את הטענות, אבל בכל מקרה נכתוב את ההוכחות.
הוכחת טענה 3. בשביל שמספר W יתחיל בספרה A (למשל 3) צריך שהוא יהיה גדול או שווה מ-K10.A וקטן ממש מ-K10.(1+A), עבור מספר K שלם מסוים (למשל גדול או שווה ל-300 וקטן ממש מ-400). אם ניקל לוגריתם עשרוני, אז התנאי יקבל צורה K + log(A) ≤ log W < log(A+1) 

כלומר log(A) ≤ {log W} < log(A+1) .
ניקח קטע [0,1] ונדביק את הקצוות. למבנה כזה נקרא "המעגל". הפעולה של חלק שבור, { }, מלפפת את הישר הממשי על המעגל. 

התנאי  log(A) ≤ {log W} < log(A+1) הוא קטע על המעגל. 

נניח שמספר X יוצר מילה a1,a2, . . . ,a13 אז התנאי על Y  שיצור את אותה המילה הוא בעצם ש-

log a1 ≤ {log Y} < log(a1+1)

log a2 ≤ {log 2Y} < log(a2+1)

…

log a13 ≤ {log 212Y} < log(a13+1)
לכן Y נמצא בתוך מעגל בחיתוך של 13 קטעים: קטע [log a1, log(a1+1)] , קטע [log a2, log(a2+1)] שהוזז ב- log 2, קטע [log a3, log(a3+1)] שהוזז ב- log 4,  . . . קטע [log a13, log(a13+1)] שהוזז ב- log 212. 

קל לראות שחיתוך של שני קטעים ששניהם קצרים יותר מאשר מחצית מעגל זה שוב קטע, אם הוא לא ריק. אורכי הקטעים שלנו הם log(ai+1) – log(ai).

log(ai+1) – log(ai) = log(1+1/ai) < ½

הרי  1+1/ai < 2 , והרי 22<10. לכן יש לנו חיתוך של 13 קטעים קצרים וזה קטע, כי הוא לא ריק (הוא מכיל את {log X} ).
הוכחת טענה 4. לפי טענה 3, המעגל מתפצל לקטעים, כאשר כל קטע מורכב ממספרים שיוצרים מילה מסוימת. כמות הכוללת של מילים שיכולים להיווצר שווה לכמות הנקודות שבהם קטע כזה מתחיל. היות וקיבלנו את הקטעים בתור חיתוך של קטעים מסוג log aK ≤ {log 2K-1Y} < log(aK+1) , כאשר K בין 1 ל-13 (כמו שראינו בהוכחה של טענה 3), אז נקודות שבהם מתחילים קטעים הם בדיוק נקודות שבהם מתקיים log a = {log 2K-1Y} עבור K שלם בין 1 ל-13 וספרה a כלשהי. אלה אותם הנקודות שבהן = 2K-1Y L10 aכאשר L מספר שלם.  

כלומר אלה בדיוק מספרים שעבורם 2K-1Y הוא מספר צר.
כמובן, מספיק לספור רק מספרים בתחום (1,10],  כלומר שlog  שלהם הוא בתחום (0,1] כי למספרים Y , Y10, Y100 ... נקבל את אותו ה {log} . 
הוכחת טענה 5. נניח שגם KX2  וגם K+LX2 מספרים צרים, (כאשר K, L שלמים), צריך להוכיח שעבור כל J בין 0 ל-L גם K+JX2 מספר צר. נניח אחרת , יש J שעבורו לא צר. אפשר להניח כי J = 1, אחרת אפשר להגדיל את K ב-1 ולהקטין את L ב-1. עבור דוגמא שבא L מינימלי, J  הוא 1. 
נסמן KX2 = Y. אז המצב הוא כזה Y מספר צר, Y2 לא מספר צר, אבל KY2 שוב מספר צר. 

מותר לחלק את Y בחזקה שלמה של 10 בלי לשנות את התנאים האלה. אז אפשר בלי הגבלת הכלליות להניח שY מספר שלם טבעי בין 1 ל-9. אבל Y2 לא מספר צר, לכן Y הוא לא 5 ולא קטן מ-5, לכן Y2 מספר טבעי דו-ספרתי ושלא מתחלק ב-5. לכן KY2 זה מספר שלא מתחלק ב-5, והוא גדול מ-10. ז.א. שלמספר KY2 יש לפחות שני ספרות משמעותיות, כלומר שונות מ-0 : ספרה אחרונה (שהיא שונה מאפס כי המספר לא מתחלק ב-5) וספרה ראשונה. כלומר KY2 לא צר, סתירה.

הוכחת טענה 6. כאשר מספר X עובר בין 1 ל-10 אז כל מספר KX2 = Z עובר בין מספר מסוים B לבין B10, לכן Z עובר דרך 9 מספרים צרים: פעם אחד דרך חזקה של 10, פעם אחת דרך מספר צר שמתחיל ב-2, . . . , פעם אחת דרך מספר צר שמתחיל ב-9. לכן אפשר לחשוב שיש 13×9 שעבורם מספרים X בתחום [1,10) שעבורם KX2 הוא מספר צר עבור K שלם מסוים,12 ≥ K ≥0. 

אבל בעצם יש פחות מספרים כאלה, כי אם KX2 הוא מספר צר שמתחיל ב-1, 2, 4, 6, או 8 ואם K>0 אז זה אומר שמספר הקודם K-1X2 הוא מספר צר שמתחיל ב-5, 1, 2, 3, או 4 בהתאמה. אנחנו נספור את המספרים X שמעניינים אותנו ע"י זה שנסתכל לכלX  כזה ב-K הנמוך ביותר שעבורו KX2 הוא מספר צר. אז אם K=0 הספרה הראשונה של מספר צר יכולה להיות כל ספרה בין 1 ל-9, וזה נותן 9 אפשרויות. אם 12 ≥ K ≥1 אז הספרה הראשונה של מספר צר יכולה להיות רק 3, 5, 7, או 9 וזה נותן 12×4 = 48 אפשרויות. סה"כ 48 + 9 = 57 אפשרויות.
בגלל טענה 5, לא ספרנו אף אפשרות פעמיים.

הוכחת טענה 1. לפי טענה 3, המילים השונות מתאימות לקטעים מסוימים על המעגל. לפי טענה 4 כמות הקטעים האלה שווה לכמות המספרים מסוג מסוים. לפי טענה 6, יש 57 מספרים כאלה. לכן יש 57 מילים שונות.
הוכחת טענה 7. N.log102 =log102N . המספר log102 הוא אי-רציונלי. 

אכן, אם log102 = P/Q כאשר P,Q טבעיים אז 2P/Q = 10 כלומר 2P = 10Q אבל האגף השמאלי לא מתחלק ב-5 והימני כן, סתירה. כלומר log102 הוא אי-רציונלי.

אנחנו נוכיח טענה יותר כללית מטענה 7: אם s מספר אי-רציונלי, אז הסדרה aN={Ns} צפופה בקטע (0,1] כלומר בכל תת-קטע (a,b] יהיה  נציג של סדרה aN .

מספיק להוכיח שקיים M כזה ש d > aM  או 1 – d  < aM כאשר d = b – a. כי אז תת-הסדרה aM , a2M , a3M . . .  מתקדמת בצעדים קטני והיא לא תפספס את קטע (a,b]. 
ניקח N > 1/d כלומר d > 1/N . 

נחלק את (0,1] ל-N חלקים שווים: [0, 1/N) , [1/N, 2/N) , . . . , [N-1/N, 1)  ,ואז מבין N+1 מספרים על המעגל a1, a2, . . . aN+1  יהיו שניים, aK , aL שנמצאים באותו קטע. המרחק בינם קטן מ-1/N וקטן מ-d לכן aL–K הוא aM שמקיים את התכונה.
הוכחת טענה 2. ברור שמילים שמתקבלות בסדרה של חזקות של 2 אלו מילים שנוצרות ממספרים ממשיים, אם לוקחים את חזקת 2 הראשונה בתור מספר ממשי שממנו יוצרים סדרה. צריך להוכיח את הדבר ההפוך – לכל מילה שנוצרת ע"י מספר ממשי לפי כללים שתיארנו, ניתן למצוא חזקת 2 שיוצרת את אותה המילה. לפי טענה 3, כדי ליצור את אותה המילה, צריך שבתוך תת-קטע [a,b) של (0,1] יהיה {log(2N)} עבור N מסוים.

 אבל הוכחנו בטענה 7, ש- {log(2N)} צפוף ב-(0,1]. מש"ל.
