4. הוכח שלכל מספרים חיוביים а1, ..., an מתקיים אי-שוויון
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פתרון ראשון.
הכל נובע מ-
טענת עזר. לכל מספרים חיוביים A,B מתקיים 
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אם נכפיל n אי-שוויונים כאלה, נקבל בדיוק את מה שצריך.

נשאר להוכיח את הטענה.   
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פותחים סוגריים ומצמצמים:   
[image: image4.wmf]+³
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מכפילים במחנה ומעבירים הכל שמאלה: 
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זה נכון כי 
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 הוא ריבוע שלם. 

פתרון שני. נכפיל הכל ב- а1а2...an
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אז האי-שוויון יתקבל ממשפט כללי יותר.
משפט. עבור שני סדרות  ai , bi של n מספרים חיוביים, נסתכל  בכל n! הביטויים מסוג 
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, כאשר 
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 היא תמורה של מספרים 1,2,…,n . אז הערך הכי קטן יתקבל כאשר הסדרות a , b תהיינה מסודרות באותה צורה – כלומר a הכי גדול יעמוד מול b הכי גדול,  a השני בגודלו יעמוד מול b השני בגודלו, . . . ,  a הכי קטן יעמוד מול b הכי קטן.
ברור שהמשפט מכליל את הבעיה, הרי 
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 מסודרות באותה צורה באגף שמאלי ובצורה שונה באגף ימני, לכן הוא יותר גדול. נשאר להוכיח את המשפט הכללי.

נגיד שזוג 
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 לא מסודר נכון אם 
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 אבל 
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. אנחנו נראה כי אם לוקחים זוג שלא מסודר נכון ומחליפים 
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 אז הערך של המכפלה יורד.

ניקח תמורה 
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 כלשהי ונתחיל לסדר אותה – כל פעם שמוצאים זוג שלא מסודר נכון, מחליפים. הערך ירד בכל פעם. חייבים לעצור מתישהו, כי הערך דועך כל פעם ויש רק מספר סופי של מצבים. לכן נגיע למצב שבו לא נוכל לבצע עוד מהלך של הסדרה. אז המצב כבר יהיה מסודר. לכן במצב המסודר הערך יותר קטן מאשר בכל מצב אחר.
ובכן, נותר להוכיח שהערך יורד בכל מהלך. בכל מהלך של שיפור סדר רק שני גורמים במכפלה משתנים, לכן נשאר רק להוכיח 

טענה. אם 
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אז 
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הוכחה. נפתח סוגריים ונצמצם. 
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נעביר הכל ימינה :                
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קיבלנו בעצם :                          
[image: image20.wmf](
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שני הגורמים חיוביים לפי נתון.
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