6. נתונה סדרת מספרים: a1=1, וכלל נסיגה 
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an+1= an+. (הסימון [X] מסמן את החלק השלם של X, כלומר מספר שלם הכי גדול שלא עולה על X. )

הוכח שבסדרה הזאת יש אינסוף מספרים שלמים.

פתרון. נסמן ב-bN את האיבר בראשון של הסדרה שאינו קטן מ- 2N. אז מ- bN ועד bN+1 הסדרה an מתקדמת בצעדים של N. 
נסמן cN = bN – N2. זה מספר שקטן מ- N–1 (כי הגענו ל- bNע"י קפיצה יותר קטנה מ-N ממספר שיותר קטן מאשר  N2). 

נמצא את הקשר בין cN ל- cN+1. הרי cN = bN – N2 , cN+1 = bN+1 – (N+1)2 .

אבל מגיעים מ- bNל- bN+1 בקפיצות של N. לכן 
cN+1 = bN+1 – (N+1)2 = bN + K∙N – N2 – 2N –1 = cN + L∙N –1.
אבל גם cN וגם cN+1 קטנים מ-N. 

לכן, אם cN≠0 אז cN+1 = cN–1 ואם cN=0 אז cN+1 = N–1.

ובכן, נוכיח כי יש אינסוף ריבועים בסדרה המקורית. אם יש רק מספר סופי של ריבועים בסדרה המקורית, אז אין בסדרה ריבוע שיותר גדול מ- 2M עבור M מסוים. נניח ש- cM=K. אז cM+1=1-K, וגם  cM+2=2-K, ... , ואז  cM+K=0.
לכן bM+K= 2(K+M). כלומר יש עוד ריבועים בסדר המקורית בסתירה להנחה.

_1187429893.unknown

