6. יהיו N, B – מספרים טבעיים. נסמן ב- V(N, B) את כמות הפירוקים של מספר N למכפלה של גורמים שכל אחד מהם גדול מ-B.

למשל, 36=6∙6=4∙9=4∙3∙3=12∙3 ולכן V(36, 3)=5.

הוכח כי  V(N, B) < N/B.
פתרון. נסמן את המספר הקטן ביותר שמופיע בפירוק ב-D. הוא יכול להופיע K פעמים, וכל המספרים האחרים שמופיעים בפירוק, שהם בעצם פירוק של N/DK גדולים מ-D. (אלה אם כן N הוא חזקה של D וחוץ מ-D אין מספרים אחרים בפירוק של D). אז הכמות של פירוקים שבהם D הוא גורם הכי קטן היא
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 אולי פלוס 1.
נוכיח את טענתנו באינדוקציה. נניח שהוכחנו את הטענה 
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 עבור כל M<N, וצריכים להוכיח אותה עבור N. אז 
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V(N, B) מורכב מסכום על כל המחלקים של N, D שגדולים מ-B אבל קטנים מ- 
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, של 
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 + 1 ועוד 1 שמייצג את הפירוק הטריביאלי. ובכן:

[image: image6.wmf](

)

(

)

(

)

NN

     DB1DB1

N 

מחלק של  D

N

DB1

NN

VN,D11NB1

DD1DD1

1111NN

NNNNN

D1DBB

N1N1

éùéù

ëûëû

=+=+

éù

ëû

=+

æö

éù

<++£-++=

ç÷

ëû

ç÷

--

èø

æö

æö

ç÷

éùéùéù

£+×-=+×-=+-

ç÷

ëûëûëû

ç÷

-

éùéù

èø

++

ëûëû

èø

åå

å


קיבלנו בערך מה שצריך אבל לא בדיוק. בשביל לקבל בדיוק את מה שצריך, נזכור שהוספנו 1 על כל מחלק של N  בין B ל-
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, אבל היינו צריכים להוסיף 1 רק על מחלקים ש-N הוא החזקה שלהם. אבל לא יתכן ששני מספרים עוקבים הם כאלה, כי חזקות של D ושל D+1 זרות. לכן, אפשר להקטין את ההערכה שלנו ב-1 לפחות. אז: 
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הרי 
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