6. נתונה סדרה חשבונית (בעלת הפרש שונה מ-0) שמורכבת ממספרים טבעיים. הספרה 9 לא מופיע ברישום של אף איבר בסדרה .

א. הוכח שאורך הסדרה קטן מ-100. 

ב. מצא דוגמא לסדרה כזאת באורך 72

ג. הוכח שאורך הסדרה לא גדול מ-72. 

פתרון. 
נסמן את ההפרש של הסדרה ב-d כלומר הסדרה היא a+n∙d.
א. נניח ש- dהוא מספר בעל k ספרות, כלומר 10k > d ≥ 10k–1. נסתכל בספרה ה- k+1 מהסוף של איברי הסדרה. היא שונה מ-9. אבל היא משתנה לכל היותר כל 10 צעדים הרי d ≥ 10k–1 ובכל צעד היא יכולה לעלות ב-1 או להישאר כמו שהיא (בשביל להקפיץ אותה ב-2 יחידות 10k > d לא מספיק, הרי אם מוסיפים 10k אז הספרה ה- k+1 מהסוף עולה ביחידה אחת. 

הסדרה צריכה להסתיים לפני שהספרה ה- k+1 מהסוף תהפוך ל-9. עבור כל אחת מ-9 ספרות אחרות במקום ה- k+1(כלומר, 0, 1, ... , 8) יש לנו 10 איברים בסדרה לכל היותר, סה"כ 90 איברים בסדרה לכל היותר.

ב. למשל (הפרש 125):

10000, 10125, 10250, 10375, 10500, 10625, 10750, 10875,

11000, 11125, 11250, 11375, 11500, 11625, 11750, 11875,

12000, 12125, 12250, 12375, 12500, 12625, 12750, 12875,

13000, 13125, 13250, 13375, 13500, 13625, 13750, 13875,

14000, 14125, 14250, 14375, 14500, 14625, 14750, 14875,

15000, 15125, 15250, 15375, 15500, 15625, 15750, 15875,

16000, 16125, 16250, 16375, 16500, 16625, 16750, 16875,

17000, 17125, 17250, 17375, 17500, 17625, 17750, 17875,

18000, 18125, 18250, 18375, 18500, 18625, 18750, 18875

(נשאיר לקורא להבין שבסדרה זאת לא יכולות לבוא ספרות 9).

ג. אם d מסתיים ב-0, אז הספרה האחרונה של כל האיברים בסדרה זהה. לכן אפשר לחתוך את הספרה האחרונה בכל האיברים ולחלק את d ב-10.

ובכן, אפשר להניח ללא הגבלת הכלליות שהספרה האחרונה של d שונה מ-0. אז יש מספר מקרים:

(1) מחלק משותף מרבי של הספרה האחרונה ושל 10 שווה ל-1. כלומר הספרה האחרונה היא 1, 3, 7 או 9. אז בכל 10 איברים רצופים של הסדרה הספרה האחרונה תקבל את כל הערכים האפשריים, וגם את 9, לכן אורך הסדרה קטן מ-10 מש"ל.

(2) הספרה האחרונה זוגית (2, 4, 6 או 8 כי 0 לא יכול להיות). נרכיב מספר D שמורכב משני הספרות האחרונות של d (למשל, אם d=1234 אז D=34). מחלק משותף מרבי של D ושל 100 הוא 2 או 4. לכן, ב-25 או ב-50 איברים רצופים שני ספרות אחרונות של הסדרה יקבלו את כל הערכים שהם יכולים לקבל, והערכים האלה הם סדרה חשבונית אם הפרש 2 או 4 שרשומה בסדר מסוים. לכן, בין 50 מספרים רצופים של סדרה יהיה מספר שהספרה השנייה מהסוף שלו היא 9. ובכן, במקרה זה, אם הסדרה לא מכילה ספרות 9, אז יש בה פחות מ50 איברים. 
(3) הספרה האחרונה היא 5. נכפיל את d ב-2 (ניקח רק את האיברים הזוגיים של הסדרה). הספרה הלפני אחרונה של 2d היא אי-זוגית (פעמיים הספרה הלפני-אחרונה של d היא 1). אז יש שני מקרים:
(3.1) הספרה הלפני-אחרונה של 2d שונה מ-5. אז, לפי מה שראינו במקרא 1, בסדרה בכל 10 איברים רצופים (בתת-סדרה של איברים זוגיים) יהיה מספר שמכיל ספרה 9. לכן בכל 20 איברים של סדרה המקורית יש מספר שמכיל ספרה 9, לכן אורך הסדרה קטן מ-20, מש"ל.
(3.2) מקרא אחרון שנשאר ספרה אחרונה של d וגם ספרה לפני אחרונה של 2d שווים ל-5. כלומר, 2d מסתיים ב-50. לכן, גם 2d ואז גם d מתחלק ב-25.

נכפיל את d ב-4 (ניקח את האיברים של סדרה שמספר סידורי שלהם מתחלק ב-4). אז שני ספרות אחרונות של  4dהם 00, אבל הספרה השלישית מהסוף היא אי-זוגית. אז שוב, נבדוק שני מקרים:
(3.2.1) הספרה השלישית מהסוף של 4d שונה מ-5. אז, לפי מה שראינו במקרא 1, בסדרה בכל 10 איברים רצופים (בתת-סדרה של איברים שמספר סידורי שלהם מתחלק ב-4) יהיה מספר שמכיל ספרה 9. לכן בכל 40 איברים של סדרה המקורית יש מספר שמכיל ספרה 9, לכן אורך הסדרה קטן מ-40, מש"ל.

(3.2.2) הספרה השלישית מהסוף של 4d היא 5. כלומר, 4d מסתיים ב-500.אז גם 4d ולכן גם d מתחלקים ב-125.
נתבונן ב-4 ספרות אחרונות של כל מספר. המספר שמורכב מ-4 ספרות אחרונות של d נסמן ב-D. מחלק משותף מרבי של D ו-10000 הוא חזקה של 5, הרי D אי-זוגי, כלומר 125 או 625 (כי D מתחלק ב-125). לכן רביעיות של ספרות אחרונות של איברי הסדרה יוצרים סדרה חשבונית מסודרת בסדר מסוים, שההפרש שלה 125 או 625. 

אם זה 125, אז יש 80 איברים בסדרה זאת ומתוכם יש בדיוק 8 שנמצאים בין 9000 ל-9999. לכן, לא יתכן שיש יותר מ-72 איברים רצופים של סדרה שלא מכילים ספרה 9.
אם זה 625, אז יש 16 איברים בסדרה זאת ומתוכם יש לפחות אחד שנמצא בין 9000 ל-9999. לכן, לא יתכן שיש יותר מ-16 איברים רצופים של סדרה שלא מכילים ספרה 9.

ובכן, בכל מקרה הסדרה לא יכולה להכיל יותר מ-72 איברים.
